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Capitulo 1

Introducao

O titulo deste trabalho é Desenvolvimento de um Simulador de Sistemas

Térmicos. Neste titulo aparecem alguns conceifos béasicos ao trabalho:
o Area Térmica
e Sistema
e Simulagdo

Este trabalho trata da simulagdo de sistemas na 4rea térmica. Praticamente
todos os conceitos a serem desenvolvidos neste trabalho sio aplicdveis a qual-
quer 4rea, como se pode observar na bibliografia, onde muitas referéncias sao
livros de calculo numérico. A énfase deste trabalho é a anéilise de processos
termofisicos, ou seja, processos onde sdo utilizados os conceitos provenientes
da termodinamica, da mecanica dos fluidos e da transferéncia de calor. A
area térmica envolve uma infinidade de processos e equipamentos, por exem-
plo: refrigeragéio e ar-condicionado, a maioria dos processos quimicos e quase

todos os ciclos de poténcia conhecidos (gera¢io de energia e trabalho).
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1.1 Sistemas

O segundo conceito listado é Sistema. O que é um sistema? Boa parte do
curso de engenharia foi baseado em processos, fenémenos simples. Na maioria
das vezes, o engenheiro trabalha com sistemas.

Os diversos equipamentos e ciclos usados na area térmica envolvem pro-
cessos basicos. Estes processos, entretanto, ndo ocorrem isoladamente, e
sim em conjunto, com cada processo influenciando o outro. Um sistema &
basicamente isto, um conjunto de processos ocorrendo e interagindo simulta-
neamente. Isto cria sérias dificuldades pois os diferentes processos sdo por si
86 extremamente complexos na sua maioria. Imagine agora juntar diferentes
processos na mesma anélise.

A complexidade da anélise de sistemas tem como conseqiiéncia a necessi-
dade de se trabalhar com modelos simplificados da realidade. Isto introduz

um novo conceito muito importante neste trabalho: Modelagem.

1.2 Simulacgao

Simulacdo nada mais é do que estudar o comportamento de sistemas através
de um modelo adequado. A simulacio é distinta do projeto, apesar de ser
uma técnica muito importante no projeto de sistemas.

O objetivo do projeto é dimensionar um sistema que atenda a um con-
junto de especificagbes. A simulagiio, no entanto, parte do pressuposto que
o sistema ja existe, ou que pelo menos, exista um modelo que represente a
realidade.

Existem varios objetivos na simula¢do. Um primeiro objetivo &, dado um
sisterna, qual o seu comportamento variando alguma condi¢do (ou condigGes)

externa. Esta simulacio permite um melhor uso dos recursos disponiveis.
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Permite também conhecer em que outras condigdes o sistema pode ser usado
ou modificado.

Um outro objetivo importante é no auxilic ao projeto de um sistema.
Poder conhecer, mesmo de maneira aproximada, o comportamento de um
sistema a priori traz diversas vantagens. Permite estudar, a baixo custo, di-
versas possibilidades para um mesmo projeto. Permite determinar condicées
de funcionamento do sistema, facilitando, assim a selecio e dimensionamento
dos diferentes componentes.

A simulacgo também permite determinar possiveis problemas no sistema.
Isto torna o sistema mais seguro e caso ocorra algum problema, a simulacio
pode permitir que o problema seja encontrado o mais rapidamente possivel.

Um dltimo aspecto da simulagdo, mas também muito importante é a
modelagem: Os resultados da simulagio s6 podem ser tdo bons quanto o

modelo usado nos diferentes componentes do sistema.

1.3 Modelagem de Sistemas Térmicos

Como foi dito acima, a modelagem é um aspecto muito importante na si-
mulagdo, e na opinido deste autor, a mais importante. Sem um modelo
adequado, a simulagio tem pouco valor. Com um modelo muito refinado
é possivel que nenhum resultado seja alcancado, ou pelo menos, o esforgo
(custo e tempo) ndo valha a pena.

Um modelo adequado é fundamental. Como modelar o sistema? Esta é
uma pergunta que apenas a experiéncia pode responder. A primeira tarefa do
enegenheiro é encontrar um modelo adequado do sistema. Existem diversas
possibilidades na modelagem. O objetivo deste trabalho nio é modelar o

sistema, e sim, simular o sistema para uma classe especifica de modelos a ser
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descrita a seguir.

1.3.1 Diferentes tipos de modelos

Um modelo nada mais é do que uma representagio simplificada da realidade.
Um diagrama esquemético é um modelo, por exemplo. Muitas vezes, quando
o sistema é complexo e envolve altos custos, um modelo em escala reduzida
é construido. Este modelo é, entdo, usado na simulagio do sistema real.

Uma outra classe de modelos, o foco deste trabalho, sdo os modelos ma-
tematicos. Um modelo matemaético € obtido através de algum principio fisi-
co aplicado a componentes do sistema. Pode-se fazer, em alguma parte do
processo, um balanco de energia, um balan¢o de massa ou um balango de
quantidade de movimento, por exemplo. O modelo pode ser empirico, ou
seja, 0 comportamento do componente em estudo pode ser modelado através
de um ajuste de dados experimentais. Uma técnica para se fazer este ajuste
serd analisada no capitulo 5.

Aplicando as equacoes fundamentais a volumes de controle infinitesimais,
o resultado, no caso geral, & uma equagio diferencial parcial. Este tipo de
equacio é extremamente dificil de se resolver. Uma possibilidade & divi-
dir o sisterna em volumes de controle finitos, resultando em um sistema de
equagdes diferenciais ordinédrias no dominio do tempo. A solugio deste tipo
de sistema é muito mais simples que a solugdo de sistemas de equagoes dife-
renciais parciais. O capitulo 4 apresenta algumas técnicas na solugio deste
tipo de problema.

Agora, se o sistema operar em regime permanente, as simplificagdes acima
resultardo em um sistema de equacbes algébricas. Estas equacgodes, no caso
geral, sdo néo lineares. O objetivo fundamental deste trabalho & a simulagéo

de sistemas modelados desta maneira.
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O uso de pardmetros concentrados (volumes de controle finitos com pro-
priedades uniformes) parece muito simplificado mas em diversas situagoes
€ a tnica solugdo possivel. Em sistemas com muitos componentes, como a
cémara frigrifica do capitulo 7, o uso pardmetros concentrados é essencial.
Alguns componentes séo modelados a partir de dados experimentais forne-
cidos por fabricantes. Em outros componentes, um modelo simpificado, que
usa pardmetros concentrados é usado. Os resultados obtidos servem apenas
como uma, estimativa dos parimetros principais do sistema. Estes resultados
podem ser muito Gteis no estudo do comportamento do sistema.

Um tltimo aspecto fundamental 4 drea térmica é a modelagem de proprie-
dades termodinimicas de fluidos. A maioria dos sistemas térmicos envolve
algum fluido. As propriedades termodinamicas (e de transporte) estdo quase
sempre presentes na modelagem do sistema. Existem diversas técnicas pa-
ra a modelagem destas propriedades, algumas delas estio apresentadas no

capitulo 6.

1.4 Motivagoes do Trabalho

Hste tradano surgiu de uma proposta do professor ~abardo. O autor e o
professor Jabardo tinham desenvolvido um programa (o autor fez apenas a
parte computacional) de selegdo de equipamentos para uma camara frigori-
fica. O resultado foi um programa muito simples. A proposta do professor
Jabardo era de melhorar o modelo da camara (e dos diversos componentes)
e fazer algumas simulagGes. Com isso surgiu a idéia de se desenvolver um
simulador um pouco mais geral. O autor conversou com o professor Zerbini
que gostou da idéia e assim surgiu o trabalho.

O trabalho consiste em diferentes programas de computador. A interface

14



com o usuario foi inspirada por diferentes softwares existentes no mercado.
Procurou-se implementar os diferentes programas de modo a facilitar o seu
uso e permitir a integragdo com outros softwares de modo a tornar os pro-

gramas de computador desenvolvidos tteis para diversos fins.
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Capitulo 2

Interpretador de Expressoes

Este capitulo descreve o interpretador de expressoes desenvolvido neste tra-
balho. A interface com o usudrio pretende ser bastante simples, de modo a
permitir que o usuirio use o solver com um programa compilado em qualquer
lingunagem.

A estratégia adotada foi criar um solver que 18 arquivos texto (em formato

ASCII), interpreta as equagdes lidas e gera um c¢6digo binario eficiente.

2.1 Introducao

A leitura e interpretagio de expressfes matematicas ndo é uma tarefa simples
e diversas solucdes sdo conhecidas. Uma possibilidade é ler as expressdes e
interpretd-las imediatamente. Esta solucdo talvez seja a mais simples a nivel
de programacio mas certamente ndo é satisfatéria no caso presente devido &
imensa quantidade de célculos a serem realizados. Como a mesma expressao
é calculada diversas vezes, esta estratégia resultaria em um solver lento (cada
vez que uma expressdo é executada ha a necessidade de interpretd-la).

A solugdo adotada foi criar um interpretador de expressbes que gera um
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codigo bindrio que pode ser executado diversas vezes de maneira eficiente.

A primeira etapa da interpretagio da expressio serd denominada, a partir
de agora, compilagdo da expressdo. Este processo é semelhante a compilagao
de um programa, por um compilador (FORTRAN, BASIC ou C por exem-
plo}. A execugio da expressdo, ou seja, a determinacdo do valor numérico
da expressiio, serd denominada, de agora em diante, de interpretagéo da ex-
pressdc. O resultado da compilagio da expressio é um codigo binério cujo
formato sera descrito adiante (se¢do 2.5).

Geralmente, as pessoas escrevem expressoes mateméticas em notagao infi-
xa. Nesta notacdo, os operadores situam-se entre os operandos. Esta notagao
apesar de facil para as pessoas lerem e manipularem é extrermamente compli-
cada para anilise no computador como resultado das intimeras regras exis-
tentes, como por exemplo, a precedéncia de operadores. A solucio adotada
neste trabalho foi desenvolver um algoritimo que transforma uma expressao
escrita em notagdo infixa em uma expressao em notacio pos-fixa, também
denominada RPN (Reverse Polish Notation). Na notacdo RPN, os operado-
res situam-se ap6s os operandos e sdo executados na ordem que aparecem.
Esta notacio é muito usada: qualquer um que tenha trabalhado com uma
calculadora HP a conhece, e certamente aprecia algumas de suas vantagens,
apesar de ser um pouco desagradavel aprendé-la no inicio (basta ouvir todos
os bips em uma prova de engenharia de alunos de primeiro ano). Vale lem-
brar, no entanto, que o usudrio ndo trabalha com notagGo RPN apenas na

notacdo infixa, a que todos estdo acostumados usar.
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2.2 O Compilador

Como descrito no item anterior, o compilador gera um cédigo bin4rio da
expressdo matemaética (em formato texto) para posterior execugdo. O com-
pilador basicamente reescreve a expressio em notacio RPN.

O compilador é formado por duas partes bésicas: o analisador léxico(secdo
2.3) e o compilador propriamente dito, também denominado analisador sint4-

tico (secio 2.4).

2.3 O Analisador Léxico

O analisador léxico recebe uma expressio em formato texto (seqiiéncia de
caracteres ASCII) e retorna um conjunto de fokens. Um token é a unidade
léxica minima de uma expressio mateméatica. Como exemplo, a expressio
sin (2 x exp(x)) pode ser dividida nos seguintes tokens: sin, (, 2, *, exp,f,
z e ). Cada token tem um significado que considerado isoladamente pode
nido ter sentido mas quando considerado como parte de um todo e usado
corretamente (o uso correto é dado pela gramética da linguagem) permite
a interpretacdo de complexas expressées matemaéticas, ou seja, o token re-
presenta uma informacao que por si néo quer dizer nada mas é essencial 3
expressdo como um todo. O significado pode ser, por exemplo, uma varia-
vel, uma constante numeérica, uma constante simbélica, um operador ou uma
funcio, entre outros. E tarefa do analisador léxico determinar o significado
de cada token.

No programa de computador criado, o analisador léxico é implementado
na funcio Tokenize. Esta funcio tem como entrada uma cadeia de caracteres
(string) e apresenta como safda uma segiiéncia de tokens, armazenados num

vetor de TToken (a definicio de TToken pode ser vista na figura 2.2, pigina
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23). Esta estrutura de dados (TToken) é composta por dois campos:

- KIND, que armazena o tipo de token (seu significado)

- INDEX, que armazena o token propriamente dito

A anélise léxica da expressdo é feita dividindo a expressio nos delimi-
tadores. Os delimitadores sio caracteres (ou conjunto de caracteres) que
separam diversas partes de uma expressdo, como por exemplo parénteses ou
operadores.

A segunda etapa consiste em determinar se um separador é realmente um
separador, mais especificamente, verificar se um operador + ou — é realmente
um operador ou apenas parte de uma constante numérica escrita em notacéo
cientffica (ex. 3,51EF + 01). Esta segunda parte é a mais complicada e mais
comprida da subrotina. Por fim, com os tokens separados, deve-se determinar
seu significado. Isto é facil para operadores e parénteses mas é um pouco mais
complicado no caso de fungdes, variaveis ou constantes.

No inicio do programa, a subrotina InitOperators é chamada, de modo
a inicializar a lista de funges declaradas no programa e constantes globais
(constantes visiveis a qualquer sistema que porventura exista no programa).
A leitura do sistema também cria uma lista de constantes locais. A tltima
etapa consiste em verificar as listas de fun¢6es, constantes globais e constantes
locais, nesta ordem, até encontrar o foken em questdo. Caso este token nio
seja encontrado, deve ser uma varigvel.

Desta forma, a partir de uma cadeia de caracteres contendo a definiciio
da expressao matem4tica, constréi-se uma lista de unidades léxicas basicas

da expressio (tokens) para posterior manipulagio.
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2.4 Implementacao do Compilador

Nesta secdo, é descrita a parte mais importante do compilador. Esta parte
recebe uma seqiiéncia de tokens em notagio infixa e retorna um conjunto de
tokens em notagio RPN.

Esta parte do compilador é implementada na fungio infix2postfix do
programa, criado.

O algoritimo é muito simples. A idéia é precorrer a lista de fokens, ar-
mazenando os operadores até que suas posicdes na lista de tokens de saida
(em notacdo RPN) sejam encontradas. O algoritimo bésico é descrito por
Kruse[7] de maneira simples. O algoritimo 1& os tokens seqiiencialmente.
Caso o token seja um niimero (a,rgumento, que pode ser uma constante ou
varidvel), deve ser colocado diretamente na estrutura de dados. Caso o token
seja um operador (bindrio ou unério), as coisas complicam-se um pouco: o
problema é que existe a precedéncia de operadores e isto deve ser levado em
consideragéio.

Caso todos os operadores tivessem a mesma precedéncia, ndo haveria
nenhum problema: bastaria posicionar os operadores na estrutura de dados

de saida, de maneira anéloga aos operandos.

2.4.1 Precedéncia de operadores

Neste programa definiu-se a precedéncia de operadores, da maior para a

menor, da maneira a seguir:
1. Exponenciagio ()
2. Operadores unarios (-+, -)

3. Os seguintes operadores bindrios: ( *, /)
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4. Os seguintes operadores binarios: ( +, - )

5. O operador comparagio, ( = )

2.4.2 Algoritimo béasico

Expr - Lista de tokens com a expressfo
Criar a pilha
M1
PegarToken Token, Expr
SELECIODNAR CASO (tipo = TIPQ(Token))
CAS0 OPERANDO
PorToken Token, Postfix
CASO PARENTESE ESQUERDOD
PUSH Token, Pilha
CASO PARENTESE DIREITO
DO ENQUANTO TOPD DA PILHA <> PARENTESE ESQUERDQ
POP Token, Pilha
PorToken Token, Postfix
LOoP
CASD OPERADOR
b0
SE A PILHA ESTIVER VAZIA, SAIR DO LOOP
SENKD
StackTop TopEntry
SE TIPO(TopEntry) = PARENTESE ESQUERDD
SAIR DO LOOP
SE Prioridade(TopEntry)<Prioridade(token)
NAO FAZER NADA
SENZD
Pop Tmp, Pilha
PorToken Tmp, postfix
FIM SE
FIM SE
L.LOOP ENQUANTO VERDADEIRO
Push Token, Pilha
CASO FIM DA EXPRESSX0
LIMPAR & PILHA E COLOCAR TUDO EM Postfix
LOOP ENQUANTC HOUVEREM Tokens

Figura 2.1: Algoritimo para conversido de notacio infixa para RPN

Como mencionado anteriormente, a precedéncia de operadores introduz
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uma complicacdo ao problema. Para resolver este problema, construiu-se
uma pilhal. Ao encontrar um operador ou parénteses na lista de tokens, o
programa armazena este token na pilha (se esta estiver vazia).

Caso a pilha n#o esteja vazia, o programa verifica qual o token no topo da
pilha. Se o token do topo da pilha for um parénteses esquerdo, o novo token
ser, colocado no topo da pilha. Caso o novo token seja um paréntese direito,
todos os operadores da pilha serdoc removidos e colocados na estrutura de
dados de saida até encontrar o paréntese esquerdo correspondente.

Caso o token no topo da pilha seja um operador com precedéncia maior
que o novo operador, o operador no topo da pilha sera retirado e colocado na
estrutura de dados de saida enquanto que o operador novo serd empurrado
na pilha.

Caso o final da expressdo seja atingido, todos os operadores devem ser
retirados da pilha e colocados sequencialmente na estrutura de dados de
safda. O algoritimo basico pode ser visto na figura 2.1.

Até este momento, chamadas a fungées ndo foram consideradas, apenas
operadores bindrios e unérios. A func¢io na realidade representa um ntimero
e portanto deve ser posicionado na estrutura de dados de saida imediata-
mente. Para tanto, cada argumento da fungdo é processado recursivamente
pela fungdo infix2postfix e finalmente, a funcio & colocada na estrutura

de dados de safda.
1Pilha é uma estrutura de dados na qual o primeiro dado a entrar é o dltimo a sair
{(LIFO - Last In First Out)
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2.5 Estrutura de Dados

A estrutura de dados empregada no programa sers brevemente descrita nes-
ta secdo. Na figura 2.2 pode-se observar os tipos de dados pré-definidos

empregados para armazenar as equagdes.

TYPE TToken
KIND AS LONG
INDEX AS LONG
END TYPE

TYPE TFUNCTIONLIST
ADD AS LONG ’Enderego da fungio
NARGS AS LONG ’Nimero de argumentos
PRIORITY AS LONG ’Prioridade da fungéo
END TYPE

TYPE TEquation

NTOKENS AS LONG ’Nimero de tokens na equagfo
TOKENS AS TToken PTR ’Ponteiro para a estrutura binaria
NCONST AS LONG *Nimero de constantes numéricas na eq.

CONST(1 TO %MAXNUMCONST) AS DOUBLE ’Constantes numéricas
END TYPE

TYPE TSystem
NVAR AS LONG  ’Nimerc de variiveis
NCONST AS LONG ’Nimero de constantes simbdlicas
NEQUATIONS AS LONG ’Niimero de equages
VAR(1 TO YMAXVAR) AS DOUBLE ’Armazenar variaveis
VAR_MAX(1 TO MAXVAR) AS DOUBLE ’Limite superior das var.
VAR_MIN(1 TC %MAXVAR) AS DOUBLE ’Limite inferior das var.
VAR_STR(1 TO %MAXVAR) AS ASCIIZ+%MAXCHARNUM
CONST(1 TO Y%MAXCONST) AS DOUBLE ’Constantes simbdlicas
CONST_STR{1 TO JMAXCONST) AS ASCIIZ+*}MAXCHARNUM
EQUATION(1 TO %MAXEQUATIONS) AS TEquation PTR ’Ponteiro p/ as eqs.
END TYPE

Figura 2.2: Estrutura de dados usada para armazenar as equacdes

A estrutura TToken é usada para armazenar um foken como ja foi co-
mentado. A estrutura TFUNCIONLIST armazena ponteiros para as funcdes e
operadores pré-definidos, assim como suas prioridades.

Uma equagdo nica é armazenada em uma varivel tipo TEquation. Ob-
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serve que esta estrutura tem o espago para as constantes numéricas j4 aloca-
do. O campo TOKENS é um ponteiro para um bloco de meméria contendo a
seqiiéncia de tokens (TToken) no formato binario. A fungdo Evaluate (secfio
2.6) recebe este ponteiro e retorna o valor da expresséo.

Um sistema de equagdes é armazenado na estrutura de dados TSystem.
Esta estrutura tem espaco para as constantes numéricas locais ao gsistema,
variaveis e ponteiros para as equagdes (TEquation).

As estruturas de dados acima sio empregadas na solucio de sistemas de
equagtes ndo lineares, assim como na integragio numérica de sistemas de

equacoes diferenciais nio lineares.

2.6 Interpretacao de Expressoes

A interpretaciio das expressdes mateméticas é feita pela funcio Evaluate.
Esta funcéo recebe como pardmetro um ponteiro (endereco de memoéria) de
uma expressao matematica e retorna o seu valor numeérico.

A interpretagdo de uma expressio numérica em formato RPN & muito
simples. A subrotina percorre os fokens seqiiencialmente. Todos os argu-
mentos sdo empurrados numa, pitha. Ao encontrar um operador, um ntimero
de argumentos correspondente ao ntimero de operandos do operador sio re-
tirados da pilha (POP) e usados como argumentos do operador. O valor
retornado pelo operador é, entdo, empurrado na pilha. Desta maneira o
processamento prossegue até o fim da expressio.

Observe que o método para interpretagio de expressdes é exatamente o
mesmo que o método empregado pelas calculadores HP. Um argumento é
inserido digitando o ntimero e pressionando ENTER. Istc equivale & operagcao

Push. Quando uma fungdo é executada (pressionando alguma tecla, por
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exemplo sin, cos,log ou outros) os argumentos na meméria da calculadora
(no programa corresponde 4 pilha)} sio usados como argumentos da funcéo.
O valor retornado pela fungio, por sua vez é empurrado na pilha (na HP isto

equivale a permanecer na tela).

2.7 Resultados

Esta secdo analisa 0 desempenho do compilador, ou melhor, do c6digo compi-
lado. O objetivo deste teste é determinar se a idéia de empregar o compilador
desenvolvido no solver é vidvel. Caso o c6digo compilado néo fosse eficiente,
a idéia de usar arquivos texto para se fazer o programa seria praticamente
impossivel devido ao grande nimero de cilculos a serem feitos.

Neste teste, nido seré verificada a velocidade de compilacdo j4 que esta
parte do programa é executada apenas uma vez e a velocidade de compilagio
é da ordem de alguns milésimos de segundo (20 milésimos de segundo para
uma equacio pequena em um PENTIUM 100.

O teste consiste em calcular o valor de uma expressdo um certo niimero
de vezes (10,000 ou 100,000) e comparar o tempo de execugdo em relagdo
4 mesma expressio compilada pelo Power Basic. Os resultados foram ex-
celentes. O cédigoe criado € apenas 3,5 a 4,5 vezes mais lento que o cédigo
equivalente em Power Basic.

As seguintes expressoes foram analisadas:
1.372
2. 3x%C0S(3))

3. (COS(SIN(3*(2+1))+1)+TAN(5+2)*COS (SIN(TAN(5 ~ 2)))
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Em todos os casos acima, a velocidade do codigo interpretado foi apro-
ximadamente 4 vezes mais lento que o codigo executdvel. Este ntimero no
entanto variou bastante: em alguns casos apenas 1,5 vezes mais lento e em
outros chegou a ser 13 vezes mais lento mas em geral ficando em torno de 4.

Os testes foram realizados em duas maquinas diferentes (um PENTIUM
100 e um PENTIUM II 338). Os resultados sdo praticamente idénticos nas
duas méaquinas. Observe que quando as méaquinas estavam operando em
multi-task (varios programas sendo executados simultaneamente) os resulta-
dos tinham uma disperséo consideravel para cada teste.

O resultado pode ser considerado excelente. O compilador Power Basic é
o compilador Win32 mais rpide que o autor conhece e a velocidade do cédigo
interpretado é da mesma ordem de grandez do cdigo equivalente executével.
Além disto, o cédigo interpretado realiza uma verificacdo de erros o que néo

ocorre com o cddigo executavel.
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Capitulo 3

Resolucao de Sistemas de

Equacoes nao-Lineares

Sistemas modelados por pardmetros concentrados, em regime permanente po-
dem ser representados por um sistema de equagdes ndo lineares. A solucao
deste tipo de sistema, no caso geral, nio tem solucio analitica e conseqiien-
ternente uma solu¢io numérica é necessaria.

Existem véirios métodos para a solugio de sistemas de equagdes ndo-
lineares. O mais conhecido, e provavelmente o mais usado, é o método de
Newton-Raphson. Este método também serve de base para muitos outros
métodos. Existem ainda outros tipos de métodos que procuram solucionar
0s problemas inerentes ao método de Newton-Raphson.

No curso deste trabalho, diversos métodos foram implementados e estu-
dados. Neste capftulo serdo descritos e analisados vérios métodos utilizados.
E importante ressaltar que é necessario, em alguns métodos, inverter matri-
zes, enquanto que em outros é necessério calcular derivadas numéricas (ou

ambos).

27



3.1 Solucao de Sistemas de Equagoes Lineares

Esta secao trata da solugdo de sistemas de equagbes lineares. Porque esta
secdo estd localizada no inicio do capitulo referente a solugio de sistema de
equacgOes nao lineares? A resposta & simples: diversos métodos de solugio de
sistemas de equagdes nio lineares requerem a solucgdo de sistemas de equagoes
lineares. O exemplo mais notavel é o método de Newton-Raphson que seré
descrito adiante (secio 3.3). Outros métodos também fazem uso da solugdo
deste tipo de sistema.

Diferentes métodos para a solugio de sistemas de equagdes lineares sio

conhecidos. Estes métodos podem ser divididos em duas grandes familias:
e Métodos Diretos

o Métodos Iterativos

Os métodos diretos procuram achar uma sclugéo do sistema como um
todo. Os métodos iterativos, por sua vez, comecam com uma estimativa
inicial da solugdo e procuram, de alguma maneira, achar uma estimativa
melhor da solugao do sistema. Quando a diferenca entre as estimativas de
duas itera¢Ges for inferior a um residuo admissivel, ¢, a solucido do sistema
(ou melhor, uma boa estimativa) foi encontrada.

Para sistemas de pequena ordem (poucas equagdes) os métodos diretos
sdo mais utilizados. Os métodos diretos, em geral, ndo tém problemas de
convergéncia ou restrigdes nos coeficientes mas o niimero de célculos reali-
zados cresce rapidamente com o nimero de equagdes. Em geral os métodos
diretos sdo recomendados para sistemas com um nimero de equagdes inferior
a 50 ou 100. Vale lebrar que estas restricdes nfo sdo vé.idas para sistemas
de equagdes com certas caracteristicas, como por exemplo os sistemas tridia-

gonais.
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Os sistemas de grande porte normalmente sfo resolvidos com métodos
iterativos. E importante ressaltar que, em certas condigdes, estes métodos

podem nédo convergir.

3.1.1 Representacao de sistemas lineares

Os sistemas lineares podem ser escritos como indicado na equagio a seguir:

( 3 4 A

a11 adis ... Q1m Uy Ti
21 G22 ... Ogm Ug J T2

. S TP (3.1)
Omt Om2 -.. Qmm L Uy ) . Tm )

Esta equagao pode ser escrita em formato matricial:

[Al{u} = {r} (3.2)

A seguir, diferentes métodos de solucio de sistemas de equacgles serdo

brevemente descritos.

3.1.2 Meétodo de eliminagao de Gauss

Este é um dos métodos mais conhecidos e utilizados. E recomendado para
sistemas com até 50 equagdes. No caso do programa desenvolvido, os sistemas
a serem resoclvidos sio pequencs na sua maioria e portanto este é o método
default para a solugdo de sistemas de equagdes lineares.

Considerando o sistema 3.1, o método procura, através de combinagées
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lineares das equagfes reduzir o sistema ao seguinte formato:

! ! ! !
U]_ + amug + (113’1‘1,3 + “an + almum = 'r]_

" " "
Ug + Qozls + ... + Qo Uy = T

U =7

(3:3)

Esta reducdo é feita seqiiencialmente para cada equagfo. Inicialmente, a

primeira equagdio é dividida por a;;. Desta maneira os coeficientes af; e

sao obtidos. O valor de u, obtido na primeira equagio é substituido nas

demais equagoes. Com isso, chega-se ao seguinte sistema de equacdes:

1oz  G13U3 Tt
Uy + +

ar a1 @11

Gg1012 Q21013
(6122— )uz'i‘(azs— )U3+---=7‘2—

@11 ai

Gn112 an1l13
(Gng— )u2+(an3—- Ug+...=7"p —
011 211

oun
! ! ot
U1+012U2+ﬂ:13‘u?,+...—7'1
7 ! !
022u2+a13u3+-..=7'2
alata +andu, +... =1,
n2 U2 Uy =Ty

o=

2171
a1i

O mesmo procedimento deve ser feito, comegando pela equagio seguinte (no

caso, a equacgdo 2) até percorrer todo o sistema e chegar ao sistema 3.3.

A solugdo deste sistema é réapida, bastando usar o algoritimo chamado de

retrosubstituicdo, a ser Cescrito a seguir.

Retrosubstituicdo O sistema 3.3 & extremamente simples: A partir da

ultima equagdo pode-se determinar o valor de u,. Substituindo este valor na
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equacgio n — 1, determina-se o valor de u,_;. Repetindo esta operagao até a
primeira equacao, obtém-se a solucio do sistema rapidamente. O algoritimo

pode ser descrito com a seguinte equagio:

1 X n 2
w; = ;-m [r.?) - Z ag;)ujjl (3.4)
i

Jj=t+1
O método de eliminagiio de Gauss esta implementado na subrotina GAUSS do
programa. criado. Este método é o default, ou seja, é o método que todos os

algoritimos usam a priori.

3.1.3 Decomposicao LU

Este método, também conhecido como método de Khaletsky, descrito por
Press[5], procura separar a matriz dos coeficientes A em duas matrizes trian-

gulares (superior e inferior):
2]+ [U] = [A]

Onde [L] é a matriz triangular inferior e [U] é a matriz triangular superior.

Esta decomposicio pode ser usada para a resolucdo de sistemas lineares.

[A] - {e} = (L] - [U)) - {=} = [L] - ([U] - {=}) = {b}

primeiro resolvendo para o vetor {y}, tal que

(L] - {y} = {b} (3:5)

[U] - {=} = {y} (3.6)

As equagoes 3.5 e 3.6 podem ser resolvidas com o algoritimo de retrosubsti-
tuicao descrito em 3.1.2. Observe também que tendo obtido a decomposicio

LU do sistema, pode-se resolver muito rapidamente o sistema para qualquer
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vetor {b}. Ou seja, este método é recomendado para a inversio de matrizes.
Outro ponto positivo deste método ¢ a facilidade de obtengio de determi-
nantes de matrizes: basta multiplicar as diagonais das matrizes [L] e [U].

Decomposicdo LU da matriz

A decomposi¢do LU da matriz A resulta em:

( en 0 0 ... O \ Bu b P ... P \ ( @11 G2
o9 e 0 ... 0 0 Bz B2z ... Pon 21 Qg
o3 O3 o3z ... O : 0 0 B ... B | = | aa1 as:

\ Onl Oipz Oipz ... Qpy } \ 0 0 0 ... G ) \anl Gn2

(3.7

Como determinar [L] e [U] a partir de [A]7 O componente %, j da matriz

[A] vale (3.7)
ai; = o+ ...

O nimero de termos nesta soma depende de ¢ ou j ser maior. Trés casos sdao

possiveis:
Pi<j:  anPyt byt + by = ai (3.8)
i=7:  opfy+oaply -+ b = ay (3.9)
1>7:  anby+ by + -+ By = ay (3.10)

As equagdes acima formam um sistema de N? equacbes para N2 + N
incognitas os e Os (a diagonal é representada duas vezes). Portanto pode-se

especificar N varidveis, por exemplo,

o =1 Z=1,,N (311)
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O algoritimo de Crout permite, de maneira simplificada, resolver o sis-

tema de equagdes 3.7. Para tanto, basta reagrupar as equagdes da seguinte

maneira:
e Fazer oy = 1,7=1,... ,N
e Para cada j =1,2,3,..., N realizar os seguintes procedimentos:

1. Para i = 1,...,7 utilizar as equagGes 3.8, 3.9, 3.11 para calcular
Bi;, ou seja,
i-1
Bij =i — Y it
k=1

2. Parai=j+1,5+2,...,N utilizar 3.10 para determinar a;;:

-1
1
% = g | @5~ E ik O
37 k=1

O interessante deste procedimento & que os as e s necessirios nas equacdes
acima sio conhecidos no momento em que sdo utilizados. QOutro ponto a
destacar é que todo o a;; é usado apenas uma vez e portanto os parimetros
ai; € B;; podem ser armazenados na posigio de ay;.

A decomposicio LU da matriz dos coeficientes est4 implementada na
funcdo LUDCMP do programa desenvolvido. Nesta funcéo, a matriz dos coefi-
cientes é que retorna a decomposi¢io LU. A funcdo LUBKSB faz a retrosubs-

tituicdo, ou seja, resolve as equacgdes 3.5 e 3.6.

Obtencao da matriz inversa

A inversdo de matrizes é necessaria no método de Newton-Raphson modifi-
cado na primeira iteragdo (se¢do 3.5). A inversdo de uma matriz de ordem n

envolve a resolu¢io de n sistemas de equacgbes lineares com a mesma matriz
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de coeficientes. Dada a maneira como foi implementada a decomposigdo LU,
com a decomposicio sendo feita separado da retrosubstituicio, as subrotinas
desenvolvidas foram utilizadas para a inversio de matrizes.

Tendo determinado a decomposicio LU da matriz (4], a determinagdo da
inversa é uma, tarefa simples: basta aplicar o algoritimo de retrosubstituicao

para cada coluna (equacdes 3.5 e 3.6) nos seguintes sistemas:

¢ 3 4 3
a1y 2 ... din by 515

a Gay .. bas Oai
21 Oog an | 2 = 4 2 \ i=1,...,n (3.12)

Onl Gn2 --- @ [ i
nl n2 nn . ) \ mJ

Na equagdo 3.12, d;; é o delta de Kronecker e vale
o 0;;=0,0#]
®diy=1i=j

A inversio de matrizes usando a decomposigio LU é feita pela subrotina

INVERTLU do programa desenvolvido.

3.1.4 Conjugate gradient

Este é um método iterativo muito robusto e de rdpida convergéncia. Este

método é muito usado na solugdo de sistemas grandes,

[A4] - {=} = {6}
A vantagem deste método & que a matriz [A] é referenciada apenas através
de multiplicagbes desta matriz (ou sua transposta) por um vetor. Existem
diferentes possibilidades. A mais simples procura minimizar o seguinte fun-

cional:

F({s)) = (e} 14]- {2} - 1] {2} (313)
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Esta func@o é minimizada quando seu gradiente é nulo:

{Vf}=[A]-{=} - {8} = {0} (3.14)

3.1.5 Algoritimo de Thomas para sistemas tridiagonais

Sistemas tridiagonais ocorrem com freqiiéncia na solu¢do numérica de pro-

blemas. Um sistema tridiagonal é dado pela seguinte equagéo:

(bl 1 0 0 \ f T | ( b )
aa b o 0 T2 ba
P =8 (3.15)
0 Gnoi bny Cpa Tp-1 bn—1
\O0 .. 0 @& b ) | @ ] | b

A vantagem do algoritimo de thomas na solucdo deste tipo de sistema &
sua rapidez. Além disto, & muito eficiente no uso da meméria do computador:
Basta armazenar espaco para trés vetores de tamanho n, a;, b; e c¢;.

O algoritimo é muito simples. Resolvendo a primeira equagéo do sistema
para x; e substituindo este valor na segunda equagdo, o sistema fica com
mesmo formato que o sistema original mas com uma equacgio a menos. Isto
pode ser feito sucessivamente até atingir a Gltima equagdio. Desta maneira
pode-se rapidamente chegar 4 solucdo do sistema.

Observe que no caso presente, os sistemas a serem resolvidos ndo terdo
formato tridiagonal mas resolvendo-se o sistemas iterativamente, ou seja, es-
timando um valor inicial para as varisveis e resolvendo vérios problemas

tridiagonais sucessivamente pode-se chegar 4 solugao do sistema.
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3.2 Calculo Numérico de Derivadas

O célculo da matriz Jacobiana J(Z) é essencial & solu¢io de sistemas de
equacOes nao-lineares em métodos como o Newton-Raphson. A matriz Jaco-

biana é definida por

J™ (g = [‘m] (3.16)

6:8 7

A defini¢do de derivada parcial é dada por:

O _ fiyg i@ @by Z0) = i@ 11 T0) (54

No programa, a derivada foi estimada usando uma expressdo de quarta or-
dem:

/(z) = —y(z + 2h) + 8y(z + h1)2—}; 8y(z — h) + y(z — 2h) +0 (h“) (3.18)

3.3 O Método de Newton-Raphson

Este & o método basico para a resolucio de sistemas de equagbes néo linerares.
Deste momento em diante, 0 método serd denominado NR.

Este método, quando converge, ¢ muito ripido em sistemas de pequena
ordem (pequeno nimero de equacgdes). O método consiste em tentar estimar
a rafz do sistema fazendo uma expansio em série de taylor das equagoes do
sistema. Esta série é truncada, permanecendo apenas os termos lineares (de

primeira ordem). Considere um sistema de equagdes da seguinte forma:
f,ﬁ(IBl,.’Bz,...,.’En)ZO i=1,...,n (319)
onde

fi sdo as fungdes do sistema
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x; 880 as variiveis independentes
n & o nimero de eguacdes que deve ser igual ao nimero de inc6gnitas

A expansdo em série de taylor as fungdes do sistema 3.19 para a iteragdo

m, resulta:
fv(:vm+Aa:"‘)=f-(:cm)+zn:%A:E’-"+O(Am2)=0 i=1,...,n
z 1 j=1 6$J‘ 3 ] H
(3.20)

Usando a definigio do Jacobiano (J, equagdo 3.16) , o incremento das

vari4veis dependentes vale
Ac™ = J7 (&™) [-f (a™)] (3.21)

Lembrando que 2™*! = 2 + Az™, determina-se uma estimativa melhor
para as variaveis dependentes a cada iteracdo.

Observe a necessidade de célculo de derivadas a cada iteragao, assim como
a inversdo de uma matriz (J~*) (vide se¢do 3.1). Estas sdo duas desvantagens
para sistemas de grande porte. A inversdo de matrizes de grande porte requer
um trabalho computacional grande, assim como o célculo de derivadas. Uma
solugéo simples &, se a solugio j4 estiver préxima do valor correto, empregar a
matriz j4 calculada e invertida durante algumas iteragdes. Esta solugdo pode
tornar o sistema inst4vel mas certamente tornard o método mais rapido.

No programa, o método de Newton-Raphson ests implementado na func¢do

SOLVE_NEWTONRAPHSON.

3.4 O Método da Continuagdo (ou Homotopy)

Este método, conhecido como continuation method ou homotopy é um mé-

todo lento mas extremamente robusto, ou seja, converge quase sempre e &
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muito insensivel a valores iniciais. Este método descrito por Hannafl] foi
uma grata surpresa ao autor pois permite a solugdo de sistemas com valores
iniciais muito pobres e, melhor, obtencéo de valores iniciais bons para um
método mais rdpido porém menos robusto como por exemplo o método de
Newton-Raphson ou Newton-Raphson modificado.

Supondo que o valor inicial seja zp, pode-se construir a fun¢io F(\) =
flz()A)] de modo que para A = 0 esta fungdo vale f(z) e para A = 1 a funcio
vale 0. Uma possibilidade para esta funcéio é:

Fm(N)] = (1 = 2)f(zo) (3.22)

Derivando este sistema de equagdes em relagdo a lambda, temos

GiY) _§~Ofids _pn o
d\ &y 8a; d) == filzo) i=1,...,n

A equacdo acima, usando a defini¢do de jacobiano (equagio 3.16), pode

ser reescrita da seguinte maneira:

[J(=)] [Z—ﬂ = —{f(xo)] (3.23)
A equagdo acima pode ser resolvida para [g—f\]z
%] = - @ el (324

A equagio 3.24 pode ser facilmente integradade A=0 {z =25} a A =1,
determinando assim z = z* onde z* ¢ a solugdo do sistema (ou melhor, uma
estimativa da solugio).

A grande desvantagem deste método é a necessidade do clculo da matriz
jacobiana a cada iteragdo e a necessidade de inverté-la. Como o ntimero de

iteragbes é grande (para qgualquer problema), uma boa estimativa da solu¢io
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do problema, se comparado ao método de Newton-Raphson {quando este
converge), requer um trabalho computacional consideravel. e portanto a
solucdo é lenta.

Este método foi implementado em duas subrotinas separadas. A primeira,
SOLVE_METHCON, o core do método, integra 3.24 para um nimero fixo de
passos (uma, discretizacfio em ) fixa). A solucdo obtida pode ou néo ser uma
boa estimativa da solugdo do problema. A integracio é feita para passos
constantes pelo método de Euler ( a ser descrito adiante). Nesta subrotina
nao é feito nenhum tipo de verificagao de convergéncia.

A segunda subrotina (SOLVE_METHCON2) tem como parmetro de entrada
o resfduo desejado de convergéncia. Esta subrotina chama SOLVE_METHCON
sucessivamente até ser obtida uma solugéo para o problema dentro do residuc
desejado.

Vale lembrar que a discretizagao em A é um par@metro extremamente

importante na solucio do sistema, como pode ser visto em 3.8.

3.5 O Método de Newton-Raphson Modifica-
do

O grande problema do método de Newton-Raphson é a sua sensibilidade em
relacdo ao valor inicial e também a necessidade de cilculo da matriz jacobiana
e inversdo desta matriz a toda iteragio. Vérias modificacbes foram propostas,
entre elas, a descrita por Stoecker[14]. Este método & menos sensivel ao valor
inicial e também elimina a necessidade de inversio de matrizes e cilculo de
derivadas. Neste trabalho, o método se mostron tio robusto quanto o método
de Newton-Raephson mas muito rapido, convergindo em poucas iteragdes e

com tempo de processamento por iteracdo inferior ao método de Newton-
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Raphson.

Neste método, a primeira iteracio é idéntica ao método de Newton-

Raphson, ou seja
Azt = —J(z¢) f(zo)
Chamando [Hy] = [J7}(z)], o valor das vari4veis sdo corrigidas pela
seguinte equacgao:
[X] = —[H][F] (3.25)
Onde F; = f(x;) e X; = Az;. A cada iteragio, a matriz H é corrigida de

acordo com a seguinte relacdo (Stoecker[14]):
(Xy — HpYy) XTHy,

Hin = Hy + =gt (3.26)
Onde:
X = Az®
Yy = Fip1 — Fy
Fy, = f(xx)

Este método, denominado ST neste trabalho, estd implementado na su-

brotina SOLVE_STOECKER do programa desenvolvido

3.6 O Método do Gradiente Maximo

Este método emprega o conceito de busca para determinar a solugdo do
sistema de equacGes. Seja o sistema f(z) = 0. A solucdo deste sistema z* &

um minimo da seguinte funcio:

n

g(z) =Y i@

i=1
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Agora, a direciio da méaxima variacio de g(z) é dada pelo gradiente de

g(z), Vg(z). Desta forma, uma estimativa para a solucio é dada por:
g = g®) — ) Vg(a?) (3.27)

Falta agora determinar Vg(z) e A,. Pode-se mostrar (vide Demidovich[2])

que
Vy(z) = 277 (z) f () (3.28)

Onde J7 () é a transposta da matriz jacobiana. Chamando y, = 2, obtém
se a seguinte expressdo (Demidovich([2]):

f@. JpJg' f@

= 2
Ho JpJT f@) - J,JT f) (3:29)

Assim, substituindo 3.28 e 3.29 em 3.27 obtém-se a seguinte relacio para

a nova estimativa da raiz do sistema:

g?*D = ) — y g7 ) (3.30)

Diversas referéncias e a experiéncia do autor permitem afirmar que este
método é muito robusto com relagfo aos valores iniciais mas é lento (no
entanto, esta lentiddo s6 ocorre em alguns problemas de dificil convergéncia).
Este método é excelente para a obten¢io de valores iniciais que podem ser
utilizados no método de Newton-Raphson ou Newton-Raphson modificado.

Este método, com algumas modifica¢bes, pode ser implementado de mo-
do a resolver um sistema de equacbes lineares. Um exemplo é o método
Conjugate Gradient. Este método &€ muito aplicado em CFD para a solucio

iterativa de sistemas de equacdes lineares esparsos de grande porte.
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3.7 Critérios de Convergéncia

Esta segdo trata do critério de convergéncia na solugao de sistemas de equacdes
nao-lineares. Este & um tépico extremamente importante j4 que saber se a
solucéio j4 convergiu é essencial (ainda mais num solver geral como o propos-
to).

Diversas alternativas existem, entre elas:

1. Verificar o valor do residuo maximo (f*(z))

2. Variagio méxima das varidveis dependentes ([zi+! — z7)™*)

mi+1_zi} IRGE

3. Variagdo méxima relativa ['“E'Ti_

4. Composicio das alternativas acima ou outros

Dado o carater geral do solver, resolveu-se adotar duas alternativas como

critério de parada:

e Verificar o valor do residuo méaximo ( f***(z))

it _ g

mazx
e Variagio maxima relativa [—m-,w—]

Desta forma, pode-se ter alguma seguran¢a de que o problema realmente

convergiu.
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3.8 Comparacao dos métodos

Diversos sistemas foram resolvidos para verificar as principais vantagens e
desvantagens dos métodos implementados. As caracteristicas a serem obser-

vadas sfo:
e Robustez do método em relacio aos valores iniciais
e Numero de iteracGes para a convergéncia
e Custo computacional associado

Diferentes sistemas, propostos por diferentes autores ([14], [1], [2] ou [3]
por exemplo} foram resolvidos pelos diferentes métodos para diferentes va-
lores iniciais. O solver desenvolvido também foi comparado a softwares co-
merciais (no caso FES) afim de verificar o desempenho real do programa

desenvolvido.

3.8.1 Sistema de equacoes 1
Este sistema é composto pela equagio abaixo:
?-5z+1=0 (3.31)
Esta equagio & simples e tem solucio analitica:
1. 1 =0,208712
2. zo = 4,7912878

Os diversos métodos implementados foram usados para a solucio desta
equagio
Para diferentes valores iniciais, o problema convergiu para as duas dife-

rentes solugoes.
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Método de Newton-Raphson

Para, valores iniciais altos (acima de 2) o sistema convergiu rapidamente
para zz. Para valores inferiores, o sistema convergiu para z;. O nimero de

iteragbes foi consideravel quando o valor inicial era préximo de 2.

Método de Newion-Raphson modificado

Os resultados para o método de Newton-Raphson modificado foram anslo-
gos ao método de Newton-Raphson exceto pelo ninnerc de iteragdes, que se

mostrou bastante inferior em geral.

Método da continuagao

Quanto & sensibilidade ao valor inicial, o método se mostrou idéntico aos
métodos anteriores. Observe, no entanto a necessidade de um nimero muito
alto de iteracBes para se obter uma boa estimativa.

O problema foi analisado para diferentes niimeros de passos. Quanto mais

baixo o niimero de passos, mais rapidamente o problema convergiu.

Método do gradiente maximo

Este método teve desempenho igual ao método de Newton-Raphson e Newton-
Raphson modificade. Tanto no niimero de iteragdes quanto na sensibilidade

do valor inicial.

3.8.2 Sistema de equagoes 2

Este segundo problema é um sisterma de duas equagbes e duas incognitas:
$2 + y2 =1
(3.32)
=2y
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Este problema também apresenta solu¢do analitica (no caso duas):
1. 21 = 0,8044272 e y, = 0, 4472136

2. z9 = —0,8944272 e ya = —0,4472136

Método de Newton-Raphson - NR

Para os valores default, o sistema convergiu em 18 iteracdes para a solugao 1.
Trabalbande com valores negativos de valores iniciais, 0 método convergiu

para a solucdoc 2 com aproximadamente a mesma velocidade

Método de Newton-Raphson modificado - ST

Convergéncia rapida para a solugdo do problema, aproximadamente 5 ite-
ragoes. Mesmo comportamento do método de Newton-Raphson em relacio

aos valores iniciais.

Método da continuacgao - MC

Novamente, o método é muito dependente da discretizacio em A utilizada.

Os resultados podem ser observados na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Ntmero de iteracbes necessirias para convergéncia do sistema 2

para diferentes discretizactes em A

Discretizacao em A | N° de iteragoes
1 5 48
2 10 66
3 30 124
4 50 153
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Na tabela 3.1 observa-se claramente que quanto maior o niimero de passos,
mais lentamente o problema converge. Serd observado posteriormente que

embora o método torne-se mais lento, este também se torna mais robusto.

Método do gradiente maximo

Neste caso, a convergéncia se deu muito rapidamente, em apenas 4 iteracoes.
O comportamento deste método em relagdo ao valor inicial foi idéntico aos

outros métodos.

3.8.3 Sistema de equacoes 3

Este sistema tem como propésito testar os diferentes métodos em um sistema

sem solucao:

22 +yt=2
(3.33)
?+yP=1
Neste caso, todos métodos acusaram alguma forma de erro sem abortar

o programa de maneira abrupta.

3.8.4 Sistema de equagdes 4

Este sistema foi retirado de Stoecker[14], problema 14-7:

(=5 — 1) (l—e'%‘“) _%=0

(£, — 30) (1 - e-”v’i“) - 1%; =0 o5

204 + 2, 4t, + 0, 02,t. — 1,5t, — ge = 0

ge—1,2¢e =0
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Neste sistema, UA, = 13,3LkW/K,UA, = 7,621kW/K e we = 10kW/K.
Este sistema modela um condensador.

Neste problema, foram adotados como valores iniciais os valores default
(1,0).
Método de Newton-Raphson

O sistema convergiu para a resposta correta em 25 iteracées.

Método de Newton-Raphson modificado

O sistema convergiu para a solugdo correta em 4 iteragdes, um resultado

excelente.

Método da continuagao

Novamente, o0 método é muito dependente da discretizacdo em A utilizada.

Os resultados podem ser observados na tabela 3.2.

Tabela 3.2: Nimero de iterages necessarias para convergéncia do sistema 4

para diferentes discretizagGes em A

Discretizacao em A | N? de iteragoes
1 5 66
2 10 88
3 30 155
4 50 255
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Método do gradiente maximo

O método do gradiente méximo convergiu para a solugdo correta mas em um

namero excessivo de iteragdes (acima de 1000 iteragBes).

3.8.5 Sistema de equacoes 5
Este é o Gltimo sistema de equacgdes simples:

0,0625 + 0,653Q% = P
(3.35)

0,3-0,2Q°=P

Novamente foram usados os valores default como valores iniciais.

Método de Newton-Raphson

O problema convergiu para a solucgio correta em 17 iteragdes.

Método de Newton-Raphson modificado

O problema convergiu muito rapidamente para a solugdo: apenas 5 iteragdes,

Meétodo da continuacgao

A dependéncia da velocidade de convergéncia com a discretizagdo pode ser

observada na tabela 3.3.

Método do gradiente maximo

Neste problema, o método do gradiente méximo convergiu para a solucao

correta em 25 iteragoes.
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Tabela 3.3: Namero de iteragbes necessarias para convergéncia do sistema 5

para diferentes discretizagdes em A

Discretizagio em A | N° de iteragoes
1 5 48
2 10 55
3 30 124
4 50 153

3.8.6 Sistema de equacoes 6

Este sistema, retirado de Hanna[1] é um problema patolégico. A convergéncia,
é extremamente complicada. As equagdes foram obtidas no modelamento de
equilfbrio de um conjunto de reagdes quimicas. As varidveis y; correspondem

a concentragdes de espécies e as varidveis x; correspondem a coordenadas da
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reacdo. O sistema de equacdes estd representado a seguir:

Y5t _ 69,18
Y1y
¥ _ 4 68
Yol '
y3
22 = 0,0056
Ys
Yels
== =0, 141
YiYa
3—3.’1}1 +$2 —5334
h= D
1—2y — %o+ 233 — 2z4 (3.36)
Yo = D
Y
Ys = D
Ty — To+ 21y
w="p
T — I3
W="p
Y = D

D=4-2z, + 33 —4z,4

A primeira andlise foi feita para valores iniciais default. A convergéncia
foi extremamente dificil, ocorrendo apenas para o método da continnacio
com niimero de passos grande (acima de 50). O sistema também convergin
para o método de Newton-Raphson para valores de subrelaxagio inferiores a
0,05. Como resultado, o nimero de iteracdes foi enorme: acima de 400 em
ambos os casos. Os outros métodos ndo conseguiram convergir. O mesmo
sistema com os mesmos valores iniciais foi testado no software FES: ndo
houve convergéncia.

Uma segunda, anéilise foi feita, adotando para todas as varidveis um valor
inicial de 0,5. A convergéncia foi muito mais ficil. No método de Newton-
Raphson com 0,1 de subrelaxacdo, o problema convergiu em 155 iteracdes.

Usando estes mesmos valores iniciais no EES, o problema continuou ndo
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convergindo. O método da continuagdo com 50 passos convergiu em 300
iteracoes.

A terceira anilise consistiu em uma combinagdo de métodos: Usar o
método da continuagio para gerar um valor inicial melhor para o método
de Newton-Raphson ou Newton-Raphson modificado. Os resultados para

diferentes nfimeros de passos estdo apresentados a seguir:

Combinagao - método da continuagio e método de Newton-Raphson

modificado

Os resultados podem ser observados na tabela 3.4:

Tabela 3.4: Ntamero de iteracbes para convergéncia usando o método da
continuacfo para gerar valores iniciais para o método de Newton-Raphson

modificado

Nfmero de passos | Ntumero de Iteragdes (ST)
1 20 NAO CONVERGIU
1 30 NAO CONVERGIU
il 40 NAO CONVERGIU
1 50 NAO CONVERGIU
1 60 26

Combinacao - método da continuagio e método de Newton-Raphson

Os resultados podem ser observados na tabela 3.5:

Observe que na tabela 3.5 a subrelaxacdo foi de 1,0. Para uma subre-
laxacio de 0,5 o nfimero de passos necessérios seria 50 convergindo em 28
iteractes. Adotando como subrelaxagio 0,2 o sistema convergiu com 40 pas-

sos em 89 iteragoes.
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Tabela 3.5: Numero de iteragbes para convergéncia usando o método da

continuagdo para gerar valores iniciais para o método de Newton-Raphson

Numero de passos | Numero de I[teragdes (NR)
1 20 NAO CONVERGIU
1 30 NAO CONVERGIU
1 40 NAO CONVERGIU
1 50 NAO CONVERGIU
1 60 7

A tabela 3.6 mostra como o porblema é de dificil convergéncia. A tabela
compara a solugio do problema com o valor inicial gerado para 20 passos no

método da continuagdo.

Tabela 3.6: Comparacio entre a solu¢io exata do problema com valor esti-

mado pelo método da continuagao com 20 passos

Varidvel | Valor exato | Estimativa N=20
z1 0,681604 0,637
Lo 1,68962E-02 | 0,08
z3 -0,128703 -0,066
T4 1,40960E-05 | 0,055
Y1 0,387162 0,38
Y2 0,0179676 0,0063
Y3 0,271769 0,241
Y4 0,265442 0,251
Ys 0,0576549 0,0488
Vs 5,62034E-06 | -1,76E-06
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A tabela 3.6 mostra que mesmo para um nimero de passos pequeno (20)
o valor gerado é préximo do valor exato mas mesmo assim ¢ método de
Newton-Raphson (com subrelaxacdo 1) ou Newton-Raphson modificado n&o

convergem.

3.8.7 Sistema de equacoes 7

Este sistema, retirado de Carnahan[3}, ndo apresenta nenhum problema de
convergéncia se um valor inicial apropriado for fornecido. O problema des-
creve um equilibrio quimico e as varidveis sdo fracoes molares dos diversos
componentes e portanto devem ser superiores a zero e inferiores a um.

O sistema é dado pelas equagBes a seguir:

0, 52 + T3 + 0, 5y — 28 = 0
Ty
2
£L‘3+$4+2$5——=0
Ty

1
Ti+z+r;——=0
T7

— 28837x; — 139009z, — 78213x3 + 1892724 + 84275 + 13:792 - 106902—;i =0
Ty +Ta+z3+Ta+25—1=0
400z, 23 — 1, 7837 - 10°2325 = 0
T1Z3 — 2,6008z924 = 0
(3.37)

Adotando como valor inicial de todas as vari4veis 0.1, os resultados do

diferentes métodos sdo descritos a seguir.

Método de Newton-Raphson

O sistema convergin para a solugio correta em 38 iteracdes.
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Método de Newton-Raphson modificado
Inicialmente, o sistema nio convergiu mas usando o método da continuacio

com 10 passos bastou para o sistema convergir em 12 iteraces.

Método da Continuagao

A convergéncia para diferentes nimero de passos pode ser vista na tabela

3.7.

Tabela 3.7: Namero de iteraghes necessirias para convergéncia do sistema 7

para diferentes discretizagbes em A

Discretizacdo em A | N° de iteracdes
1 5 78
2 10 99
3 30 217
4 50 306

Novamente, a tabela 3.7 mostra que para nimero de passos maiores levam
a um namero maior de iteragdes e portanto maior esforgo computacional.
Vale lembrar que o método se torna muito mais robusto.

Com estes mesmos valores iniciais o EES encontrou um resultado ndo
realistico (solugdo 3, tabela 3.8).

Atribuindo agora o valor default (1,0) as varidveis (valor inicial} o proble-
ma, se torna mais complexo: Qutras solugtes sdo encontradas. Estas outras
solugbes, apesar de corretas ndo tém sentido fisico. A tabela 3.8 mostra as

diferentes solugBes obtidas.
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Tabela 3.8: Diferentes solugdes obtidas para o sistema de equagdes 7

Varidveis | Solucdo Correta(1) [ Qutra Solugdo(2) | Mais Qutra(3)
) 0,322871 -0,1897470 0,4569306
Ty 0,009224 0,1897470 -4,071984E-04
z3 | 0,046017 9,282343E-13 -2,125199E-03
T4 0,618172 6,794155E-13 0,9151719
T5 0,003717 1,0 -0,3695701
Tg 0,576715 0,9487348 9,487348E-02
z7 2,977863 1,0 1,0

3.9 Comentarios Finais

Neste capftulo, diferentes métodos para a solugio de sistemas de equacdes
ndo lineares foram analisados. Na se¢fo 3.8 estes diferentes métodos foram
testados para diferentes sistemas.

Os exemplos da segdo anterior mostram algumas caracterfsticas dos dife-
rentes métodos. Pode-se observar que os métodos mais rapidos certamente
sao os métodos de Newton-Raphson e Newton-Raphson modificado. O mé-
todo de Newton-Raphson modificado em algumas circunstancias é extrema-
mente rapido (ntmero de iteragdes muito pequeno) mas niio é muito robusto.
Além disto, este método, como foi visto na secio 3.5 nio realiza cslculos de
derivadas nem resolve sistemas de equagies lineares, tornando muito atraente
para sistemas com varias equagdes.

O método da continuacio se mostrou uma grata surpresa ao autor. E um
método muito lento mas excelente para a obtengio de estimativas iniciais
mais apropriadas. O método é muito robusto. O método do gradiente m4-
ximo teve um desempenho inferior ao esperado mas funcionou relativamente

bem. A possibilidade de variar a subrelaxac¢do no método de Newton-Raphson
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permite tornar este método mais robusto como se péde observar na solugéo
do sistema de equacdes 6. Press[5] propde um método hibrido de solucdo
de sistemas de equagdes ndo lineares que seria basicamente um método de
Neuwton-Raphson com subrelaxacdo varidvel. Este parimetro deria determio-
nado de acordo com algum algorftimo de otimizacéo (parecido com o método
do gradiente méaximo).

Outro ponto positivo do programa desenvolvido é a possibilidade de com-
por diferentes métodos para a solucdo de sistemas de equagdes nao lineares.
Ou seja, um método, que pode ser muito robusto, porém lento, pode ser
utilizado em algumas iteragdes, com o objetivo de se obter uma solugio
aproximada. Esta solu¢do aproximada seria usada como valor inicial para
um método répido, por exemplo, 0 método de Newton-Raphson modificado.
Este procedimento foi adotado em alguns dos casos analisados, por exemplo

o sistema de equagbes 7.
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Capitulo 4

Solucao de Sistemas de Equacgoes

Diferenciais Ordinarias

O uso de prametros concentrados para o modelagem de sistemas térmicos é
caracterizado pela existéncia de varidveis de estado. Estas varidveis de estado
determinam a configuragio instantinea do sistema. Observe que no caso de
modelos de pardmetros distribuidos, ndo € possivel definir estas varidveis de
estado, ou melhor, para se caracterizar o sistema, seriam necessérias infinitas
vari4veis de estado, o que é impossivel.

Sistemas modelados por pardmetros concentrados em regime permanente
resultam em sistemas de equacdes algébricas ndo lineares. Estes modelos,
entretanto, ndo permitem tirar conclusdes sobre a dindmica do processo. Isto
é muito importante quando se deseja saber quanto tempo leva para o sistema
se estabilizar, o que ocorre durante a partida (inicializagdo) do sistema ou o
que ocorre durante uma mudanca na condigio de funcionamento do sistema.

O uso das varidveis de estado resulta em sistemas de equagdes diferen-
ciais ordinérias. No caso geral, este sistema é néo linear, dificultando assim

a anilise do problema no dominio de Laplace. Desta forma, foi decidido
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analisar o problema no dominio do tempo. Neste caso, a simulagdo consiste

na integragio de um sistema de equagdes diferenciais ordindrias com valor

inicial.

4.1 Sistema de Equagoes Diferenciais Ordina-
rias
Existem diversas possibilidades para a representacio dos sistemas de equagdes

diferenciais ordingrias. A mais comum e também a de mais facil manipulacdo

pode ser observada na equagao 4.1:

d(l)i

—d't'— A [ (4.1)

L
i
=t

=fi(x1:$2s“' :xm)

Neste trabalho, o formato da equagio 4.1 serd empregado.

Existem diversos métodos para a solu¢do de sistemas de equagdes dife-
renciais ordinarias. Muitos destes métodos estdo baseados na expansioc em
série de Taylor de uma fungdo, ou seja, se uma fungdo é conhecida no ponto

T, 0 seu valor no ponto zy + & é dado por:

" h2 i h3
y @+ 1) = y(an) + o/ (agph+ LEI  FTEI 4

Considerando, como exemplo, um sistema de uma finica varisvel e equagéo,
y'(2) = f(z.y) (4.3)

pode-se, com a regra da cadeia, calcular y", y" e outras derivadas de

ordem superior:

y”(w) =fz+ fyy' =fo+ fyf (44)
Y (@) = (fox + oy f) + (e + FF) + f(fye + Fuuf) (4.5)
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Neste caso, os subindices representam derivadas parciais. Fazendo-se uso
destas derivadas, pode-se fazer uma estimativa de y(z-+h). Observe que para
se conseguir uma melhor aproximacdo {erro de ordem maior), basta incluir
majis termos da série de Taylor (eq. 4.2).

Qs diferentes métodos discutidos neste trabalho partem da expansio em
série de Taylor do sistema com algumas modificagdes a serem discutidas. Ob-
serve que, sem perda de generalidade, os diferentes métodos serdo deduzidos

para o caso de uma finica equagio e variavel.

4.2 Método de Euler

Este é o método mais simples para a solucdo de sistemas de equagdes diferen-
ciais ordinérias. Este método mantém apenas o primeiro termo da expansio

da série de Taylor, e portanto,
y(z +h) = y(z) + ¥ (2)h = y(z) + f (z,y(x)) (4.6)

Este método, apesar de muito simples e de facil implementagao apresenta
precisdo de primeira ordem apenas, o que pode néo ser conveniente. Existerm
outros métodos baseados no de Euler, que apresentam maior precisao. Um

exemplo é o método de Euler melhorado (secéo 4.4).

4.3 Métodos de Runge-Kutta

Observa-se das equacdes 4.4 e 4.5 que no caso geral é muito dificil calcular
algnmas poucas derivadas de uma equacic diferencial ' = f(z,y) para uso
na equacio de Taylor (eq. 4.2). A implementacdo direta da expansio em
série de Taylor requer diferentes derivadas para cada sistema, tornando o

método invidvel para um programa geral como o proposto.
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Existe, no entanto, um método inteligente para eliminar este problema,
atribuido a Runge e Kutta (Hannafl]). Esta abordagem consiste em calcu-
lara as derivadas necessarias indiretamente, combinando primeiras derivadas
calculadas em diferentes pontos. Isto na realidade é um célculo numérico de
derivadas. Este método permite calcular a expansio em série de Taylor da
solucio para qualquer sistema. Desta forma, pode-se implementar um algori-

timo geral para a solugdo de sistemas de equagdes diferenciais ordinédrias.

4.3.1 Método de Runge-Kutta de segunda ordem (RK2)

Nesta secdo serd deduzida as equagdes para o método de Runge-Kutta de
segunda ordem. Ser4 considerado o caso geral y' = f(z,y), expandindo em
série de Taylor e ignorando os termos de ordem superior a 2. Usando a
equacgao 4.4:
h2
Deseja-se escrever ¥"(z) = (f; + f,f) como uma combinacio de valores
de f calculado em z e y apropriados. Expandindo f(z,y) em série de taylor,

flo+huy+k)=Fy) + fohn + fki + O (B3 + haky +K})  (4.8)

Considerando as equacdes 4.7 e 4.8, observa-se que (fzh1 + fyk1) pode ser
aproximadamente igual a (f; + f,f) = ¥" se ki = fhy. Tomando ~y = ah

entdo,
flz + ah,y + ahf) = f(z,y) + ahy"(z) + O(h?) (4.9)
Desta maneira, a equacio 4.7 toma a seguinte forma:

y(@ + ) = hi [z,9(z)] (1 - -;—) + 2 f ot ahyy + ahf ()] + O(A)

(4.10)
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Da equacdo 4.10 observa-se que na realidade existem infinitas aproxi-
macdes de Runge-Kutta de segunda ordem, dependendo do valor de a. To-

mando e = 1, a equacio 4.10 se torna:

y(z + h) = y(z) + -;f {f 2 y(@)] + f [z + b,y + Af (z,35=)]} + O (h?)
(4.11)

4.3.2 Método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK/{)

De maneira analoga ac método RK2, pode-se chegar ac método de Runge-
Kutta de quarta ordem. A dedugfo, extremamente trabalhosa e comprida
foi retirada de Hannal(l).

Este método que foi o mais usado no passado é uma aproximagéo de
guarta ordem (RK/) que necessita de quatro célculos de derivadas por passo,

como mostrado a seguir:

h
y(a: + h) = y(a:) + E [ko + ki + ko + ’Gg] (4.12)
Onde

ko=f [.'B,y(.'l?)]

Bl

ky=f"z+ 5 y(z)+ &
ke =f [z + %, y(z) + 4]
ks = f [z + h,y(z) + ko]

Qutros métodos de Runge-Kutta podem ser deduzidos. Os métodos de
Runge-Kutta de segunda e quarta ordem sdo, entretanto, os mais conhecidos

e usados.
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4.4 Meétodo de Euler Melhorado

Este método, relativamente novo, foi proposto por Hanna[l] e combina as
melhores qualidades dos métodos de Euler e de Runge-Kutta de segunda
ordem. Este método apresenta apenas uma etapa e necessita de apenas um
célculo de derivada por etapa mas resulta em precisdo de segunda ordem
(assim como o método de Runge-Kutta de segunda ordem).

O método é definido pelas simples regras de recorréncia a seguir:
1. Valor inicial, z(zp) = y{=zs)

2. Passo de Euler, z(z + h) = y(z) + hf([z, 2(z)]

3. Calculo da derivada f [z + h, z{z + h)]

4. Corregdo trapeziodal y(z+h) = y(z)+2 {f [z, 2(2)] + f [z + h, 2(z + k)]}

A seqiiéncia de calculo é apenas um passo de Euler, comecando do valor
melhorado y(z) e usando o coeficiente angular f [z, 2(z)]. Em seguida, ap6s
o finico cilculo de derivada f [z + h, z(z + h)], 2 quadratura trapezoidal é
aplicada, onde ambos o0s coeficientes angulares sdo usados com os valores
de Euler z(z), z(z + h). Os coeficientes angulares nfo sfo corrigidos ap6s
o céalculo do valor melhorado. Ao ndo computar os valores corrigidos dos
coeficientes angulares (usando y(z)), consegue-se uma eficiéncia consideravel,
com apenas um cdlculo de derivada por etapa, chegando-se a uma precisio

O(h?).

4.4.1 Exemplo de calculo

O desempenho do método de Euler melhorado ser4 mostrado na solugio da

seguinte equagao diferencial ordinéria:
Y =zy+1
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com y(0)=0e h=0,2.

Os resultados podem ser observados na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Solugdo numeérica de 3’ = zy + 1; y(0) =0; h = 0,2

Z YEuler | YRK2 | YEulerMelh. | Yezato
0,01]0,0 0,0 0,0 0,0

0,2 {0,200 { 0,204 | 0,204 0,203
0,410,408 { 0,425 | 0,424 0,422

0,6 | 0,641 | 0,681 | 0,680 0,678
0,8 (0,918 | 0,999 | 0,997 0,995
1,0 | 1,264 | 1,415 | 1.408 1,411

Neste exemplo percebe-se claramente que a precisio do método de Euler
modificado & da mesma ordem da precisdo do método de Runge-Kutta de

segunda ordem.

4.5 Integracao de Sistemas de Equacoes Dife-
renciais Ordinérias

Todos os métodos anteriores foram deduzidos para uma equagio diferencial
ordiniria e ndo um sistema. O programa desenvolvido, no entanto, trabalha
com sistemas de equagdes diferenciais ordinarias de dimensGes varidveis.

A metodologia de solugiio de sistemas & idéntica 4 metodologia de solugio
de apenas uma equagio. O procedimento geral consiste em aplicar os mesmos

passos para as diferentes equacdes do sistema.
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4.6 Implementacao dos Métodos no Programa
de Computador

O programa desenvolvido resolve sistemas de equagdes diferenciais ordinéarias
empregando os diferentes métodos discutidos anteriormente. Como exemplo,

considere o seguinte sistema:

dz

2
=zy° + iz

gt 1 (4.13)

d_:: =logzx + y~ %t

Este sistema deve ser digitado em um arquivo texto para a sua solucdo:

D(x, t)
D(y, t)

x*y"'2 + t*x

log(x) + y~(-1/2)*t

Este sistema deve ser armazenado em um arquivo com extensdo .EQU.
Qs valores iniciais devem ser armazenados em um arquivo com mesmo nome

base mas com extensdo .IN.

O método de Euler est4 implemntado na subrotina Integrate_EULER. O
método de Runge-Kutta de segunda ordem est4 implementado na subrotina
Integrate_RUNGEKUTTA2 e o método de Runge-Kutta de quarta ordem esta
implementado na subrotina Integrate_RUNGEKUTTA4. Por 1ltimo o método
de Euler methorado est4 implementado na subrotina Integrate_IMPREULER.

4.7 Aplicacoes: Equagao de Falkner-Skan

Nesta secdo serd desenvolvida uma aplicagio para os métodos de solugdo de

sistemas de equacgdes diferenciais ordinérias.
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O problema a ser resolvido é conhecido como equacdo de Falkner-Skan
Esta equagdo resolve o problema da camada limite laminar em uma cunha.

A equagdo de Falkner Skan é dada pela seguinte relagéo:
B (-1 =0 (4.14)

As condigdes de contorno sdo dadas por:

flo)=0 (4.15)
F(0)=0 (4.16)
flln = o) =1 (4.17)

Nesta equagao,

— 2m
ﬁ—1+m

1U(z)
n=yy/ 50

u(z,y) = Ulz)f'(n)

Observe que este ndo é um problema de valor inicial e sim um problema
de condigdo de contorno. Este programa nao foi desenvolvido para a solugéo
deste tipo de problema.

Outro ponto é que esta ndo é uma equagéo diferencial de primeira ordem
e sim uma equagdo de terceira ordem. A solugio é trabalhar com o seguinte

sistema equivalente:
df
=9
dg
& h (4.18)

dh
o= —Th=80-9)
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Neste caso as condi¢Bes de contorno sio dadas por

f0)=, ¢(0)=0, gln—=o0)=1 (4.19)

Uma possivel solucio deste problema é chutar um valor para h(0) e deter-
minar g(n — oo). Com um algoritimo de busca, pode-se determinar valores
mais proximos de /(0). Este procedimento foi feito para o seguinte sistema

(FALKNER . EQU):

D{f, eta) = g
D(g, eta) = h
D(h, eta) = -fxh-beta*(1-g~2)

Os valores de h(0) = f(0) para diferentes valores de 8 podem ser obser-

vados na tabela 4.2:

Tabela 4.2: Valores de f”(0) para diferentes valores de 3

B h(0) = f"(0)
-0,19884 | 0,0

0,18 | 0,12864

0,0 0,4696

0,3 0,77476

1,0 1,23259

2,0 1,68722

Os diferentes perfis de velocidade obtidos para diferentes valores de

podem ser visualizados na figura 4.1.
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Perfis de Yelocidade

SR P

t'fn)

n {eta)

Figura 4.1: Perfis de velocidade para diferentes valores de 8
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Capitulo 5

Ajuste de Curvas

O ajuste de curvas consiste em aproximar pontos discretos por uma curva
de formato conhecido (exceto por alguns pardmetros). Esta é uma tarefa
extremamente importante na modelagem matemética de sistemas térmicos.

O ajuste de curva pode ser usado para modelar propriedades termodin-
micas de substincias ou curvas de desempenho de equipamentos a partir de
dados de fabricantes. O ajuste de curva também pode ser empregado para a
obtencdo de correlacoes a partir de dados experimentais.

O formato da curva de ajuste pode ser dado por um modelo teérico sim-
plificado e alguns parimetros podem ser ajustados de modo a representar o
problema real. Um problema pratico é a lei de King(Perry[32]). A lei de
King é usada para modelar sensores de anemdmetros de fio quente:

2= (%) (x + YW) (5.1)

Nesta relacdo, X e Y sio funcdes das propriedades do sensor e fluido. En-
tretanto, este modelo & muito simplificado mas serve de base para a anélise

do problema. Uma possibilidade é usar a equacdo anterior na calibrac¢io de
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anemdmetros de fio quente. Neste caso,
R-—
P = (Tl) (A+ BV™) (5.2)

Os parametros A, B, n séo obtidos através de uma calibracdo do instrumento.

Neste trabalho apenas o método dos minimos quadrados serd tratado.
Este método distribui o erro da aproximacio ao longo do intervalo de apro-
ximac#o. Isto é feito minimizando o erro quadrético, daf o nome método dos

minimos quadrados.

5.1 Método dos Minimos Quadrados

Como comentado anteriormente, o método dos mfnimos quadrados aproxi-
ma um conjunto de pontos por uma funcdo de formato conhecico. Esta

aproximagdo é feita minimizando o erro global ao longo de um determinado

intervalo (o dominio da fungio).

Considere um conjunto de pontos z; e 7;. Deseja-se aproximar estes pon-

tos por uma funcio da seguinte forma:
y=f(m,a1,a,2,...,am) (5‘3)

Neste caso, o objetivo do método dos minimos quadrados é minimizar o erro,
dado pela equacdo 5.4:

Yyl = flos 01,02 am)] (5.4)

E =
N-m

Nesta equagdo N — m & usado ao invés de /N pois existem m parimetros a

serem determinados.
Um exemplo para o método dos minimos quadrados é a regressdo linear.

Neste caso,
flm,a1,02) = a1 + azz
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Outros exemplos de ajuste serdo analisados posteriormente.

5.2 Meétodo dos Minimos Quadrados Linear

Neste caso, o termo linear se refere aos pardmetros indeterminados. Sem

perda de generalidade, o método ser4 deduzido para duas varidveis = e y.

Neste caso,

yi= ) a;$;(z:) (5.5)

§=1

Onde i =1,..., N sendo N o nfimero de pontos. Neste caso, o erro quadra-
tico vale:

N L 2

oo i [u- T e -
B N-m '

Quando o erro é minimo,

OF
o 0 (5.7)
Substituindo a equagio 5.6 na equagao 5.7,
N m
> [?ﬁ -y ajﬁb(xi)] pr(zs) =0 (5.8)
i=1 =1

Ou seja,

37D " aigi(@)di(w) = > vt ()

i=1 j=1 i=1

Invertendo as somatérias na equacdo acima, chega-se 4 seguinte relagao:

Z o Z ¢3(z:)dk(m:) = ) vidu(a:) (5.9)

i=1

Com isso,
[M]{a} = {f} (5.10)
Onde:
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o My =3 i $ilzk)d;(e)
o fi =N wdi(a)

A equagdio 5.10 permite obter o ajuste de curvas de diversos tipos de

equagoes.

5.2.1 Ajuste polinomial

O ajuste de curvas polinomial é extremamente usado na pratica. Isto é
resultado de sua simplicidade. O ajuste polinomial é dado pela equagdo

5.11:
=00+ 0%+ 0z’ + ...+ aupz™ (5.11)
Neste caso, as funcdes de ajuste sio dadas por:
#@)=2t i=0,...,m (5.12)

Onde m é o grau do polinémio que se deseja ajustar.
Substituindo 5.12 nas equacdes 5.9, para um polindmio de grau m a

equacdo 5.10 fica:
h' r A

N Sz Ya? ... Y [ 4 2.y
Sro Y2 Yo a1 J Say | (5.13)

o™ Y™t L Y 2 Om | | Dy

.

Com a equacao 5.13 determina-se facilemente os coeficientes a1, ... , G-

5.2.2 Ajuste Potencial

O ajuste de curva potencia’ também é bastante usado. Este tipo de ajuste é

capaz de modelar diversos fendmenos naturais. Como exemplo, pode-se citar
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a equacdo de Colburn para transferéncia de calor em escoamento interno em

tubos (Incropera[33]):
Nup = 0,023Re3° Pr/?
onde Nup é o ntiimero de Nusselt (baseado no didmetro interno), Rep é o

nimero de Reynolds e Pr é o niimero de Prandtl.

O ajuste potencial se resume em determinar os coeficientes a; e a da

equagdo 5.14:
y = agz™ (5.14)

A primeira vista, este ajuste & ndo linear. Este problema pode ser facilmente

resolvido:
Iny=Inagy+a lnz
Desta maneira, a equagao 5.10 fica:
[ N Sinz :’ { Ag }:{ SN Iny } (5.15)
Slnz Y (Inz)? A Y hziny

Onde a; = A, e ao = exp Ap.

5.2.3 Ajuste Exponencial

Neste caso, a fungdo de ajuste fica:
y = a,e"” (5.16)
Novamente, tirando o logaritimo dos dois lados da equagdo 5.16, a equacio
5.10 fica:
N T A In
> o\ _ > Iny (5.17)
Sz Y. 2? A S zlny

Onde a, = A1 e gy = exp A(].
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5.2.4 Ajuste Logaritmico

Qutra possibilidade para funcio de ajuste, também bastante usada na pratica

é o ajuste logaritmico:
y=aplnarz (5.18)

Esta equacio também pode ser reduzida ao caso linear. Com isso, o ajuste

é feito resolvendo o seguinte sistema:

N Y lnz Ap _ Sy (5.19)
SShnz Y (Inz)? A Yyhnz

- — A
Onde g = Al e a; = exp I?-

5.3 Meétodo dos Minimos Quadrados nao Li-
near

Nesta secdo sers descrito método dos minimos quadrados para o caso mais
geral: funcdo implicita de vérias variaveis e ndo linear nos parametros de

ajuste. Esta funcgiio pode ser representada pela seguinte equagao:
g(.’El,.’L‘g,. oo 9 B, A1,082, ... ,am) =0 (520)

Na equagdo 5.20 L é o nimero de varidveis e m é o nimero de pardmetros
independentes. Neste caso, o erro quadratico ¢ dado por:

e EiN=1 [g(zl,‘i: m2,i'.- -ve 3y BLs a1, G2y... !a’m)]2
E= e (5.21)

A equagdo 5.20 pode ser expandida em série de Taylor nos pardmetros a;.

Desprezando os termos de orcem superior, a equagio 5.20 fica:
9(B1, - T, AL s O) R G(T1y e, Ty 010, Bm0) + D 3q. (%~ 40)
._1 J

(5.22)
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Onde a; é uma estimativa inicial para os pardmetros de ajuste.
Chamando o primeiro termo a direita da igualdade na equagdo 5.22 de
go € Aa; = a; — a;po e substituindo estes valores na equaclo para o erro

quadritico (equagdo 5.21) chega-se & seguinte relagio:

Z:{L [90 + 23—1 Ba; A“J]

E = . 5.23
N—m (5.23)
Este erro deve ser minimizado em relacdo aos pardmetros a;, com isso,
oF
S
Bak

Derivando a equacio 5.23 em relagiio a ay e igualando a zero, chega-se &

seguinte relacdo:

Zgo +Ezgi§iA =0 (5.24)

Passando o primeiro termo da equaciio acima para o outro lado da igualdade
e invertendo as somatorias do segundo termo, chega-se 4 seguinte equagéo:
N
dg Oy o9
Aa 5.25
Z J‘Z_;(m ooy, ;g Oag (5:25)

Esta equacdo pode ser reescrita da seguinte maneira:

29 89 a8 |( ) (s~ ,00 )
Bar Dag ) Bay aaz B Bar Bam Ag > 9%
B9 89 B9 89 B9 8g Bg
daz 8a1 8az 8az " Saz Bam ) Aa2 r = — E ga«.z \
Og Og b9 99 99 99 g
E Z e Haq z 8am Bag """ E 8am Bam, | \ Aa’"" J \ E gf)am y
(5.26)

Observe que todas as derivadas na equagio acima sdo calculadas no ponto
Tiyo.. yTL €A1, --- G- Resolvendo-se o sistema de equagdes lineares 5.26,
pode-se chegar a uma estimativa melhor dos coeficientes a; a partir de uma

estimativa inicial a; .
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Critério de Convergéncia Como pode ser observado acima, o método dos
mifnimos quadrados nio linear é um processo iterativo e que deve convergir ao
resultado correto apds um certo niimero de interacles. A convergéncia deve
ser determinada de alguma maneira. No programa desenvolvido, o critério

aplicado é verificar se
maz{Aa;} <e j=1,...,m (5.27)

Onde € é o residuo admissivel.

5.4 Exemplos

O programa de ajuste de curvas geral LSTSQRM foi aplicado a alguns casos

para que seu desempenho fosse demonstrado.

5.4.1 Correlacoes de transporte

Este primeiro exemplo, retirado de Hanna[l] é uma correlagédo de transferén-
cia convectiva de massa. Os dados foram obtidos por Gilliland e Sherwood.
Os pontos experimentais podem ser observados na tabela 5.1 assim como o

resultado ajustado.

A equacio de ajuste usada foi a seguinte:
Sh = aRe’Sc (5.28)

O programa LSTSQRM retornou os segiuntes valores para os parametros

a,bec
a=3,38.1072
b=0,789 (5.29)
c=0,436
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Tabela 5.1: Dados de Transferéncia de Massa de Gilliland e Sherwood

Re Sc | Shgxperimental | Shcalculado
10800 | 0,6 43,7 41,16821
5200 | 0,6 21,5 93,44214
3120 | 1,8 24,2 24,95189
14400 | 1,8 88 83 39951
6620 | 1,875 51,6 45,98352
8700 [ 1,875 50,7 57,0461
4250 | 1,86 32,3 32,30154
8570 | 1,86 o6 56,17541
2900 | 2,16 26,1 25,50178
4950 | 2,16 413 38 88499
14800 | 2,17 92,8 92,45909
7480 | 2,17 54.2 53,96616
9170 | 2,26 65,5 64,50857
4720 | 2,26 38,2 38,19867
16300 | 1,83 93 92,63208
13000 | 1,83 70,6 77,49018
7700 | 1,61 4.9 48,4768
2330 | 1,61 19,8 18,87716

Os resultados da tabela 5.1 mostram que o

resultados podem ser visualizados na figura 5.1.
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Sh = Sh(Re, Sc)

Ajuste
Experimental  +

Numero de Sherwoad (Sh)

140
120
100
80
60
40

800
1000 150 T
Numero de Reynolds (Re) 1600035

Figura 5.1: Namero de Sherwood para diferentes nimeros de Reynolds e

Schmidt
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5.4.2 Modelagem de uma unidade condensadora

No capftulo 7, serd desenvolvido um programa de simulagio de cAmaras fri-
gorificas. A cAmara possui trés equipamentos que devem ser selecionados pa-
ra uma dada condicio de carga térmica: a unidade condensadora, a vélvula
de expansdo termostatica e o forcador de ar. Os parametros de desempenho
destes equipamentos sdo essenciais na simulagdo da cdmara, assim como no
selecionamento das unidades. Nesta se¢io serd descrita a modelagem da uni-
dade condensadora e a segio seguinte sers descrita a modelagem da vélvula
de expansdo termostéatica.

As unidades condensadoras modeladas eram da Bitzer, operando com
R134a. O catslog do fabricante(|26]) fornece a capacidade das diferentes uni-
dades para diferentes temperaturas de evaporagéo ¢ temperaturas ambiente.
Usando o programa LSTSQRM (programa de ajuste de curva nao linear, multi-

variavel), foi feito o seguinte ajuste de curva:

Qunidade Condensadora(Te: Tc) =ap+ a1 T,
+ as - Te2 +ay- TE
+a4-Te+as -T2 +ag-T.- T, (5.30)

Observe que nestas curvas a temperatura de condensagdo foi fixada como
sendo 10°C superior a temperafura ambiente. Apesar de nio estar indicado
na equacio 5.30 e figura 5.2, as vari4veis independenetes sdo na realidade a
temperatura de evaporacdo e a temperatura ambiente.

Este ajuste foi feito para todas as unidades da Bitzer operando com

R134a. O resultado para duas unidades pode ser observado na figura 5.2
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Capacidade de diferantes unidades condensadoras da bitzer
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Figura 5.2: Capacidade das unidades condensadoras Bitzer para R134a para
diferentes temperaturas de evaporacio e de condensacio. Pontos - Catélogo,

Linhas - Ajuste

5.4.3 Modelagem de uma vilvula de expansao termosta-
tica

Na simulagdo, apenas um fabricante foi usado, a Danfoss. Neste caso, sera

usada a mesma curva que a usada para a unidade condensadora, isto &,

Qvalvula de Expansio (Tes Tc) =ag+a T,
+ag: Tez + a4 - Te3
+as-Te+as -T2+ ag-Te T (5.31)

Esta curva representa a capacidade para a vilvula totalmente aberta. A
figura 5.3 permite visualizar o ajuste obtido para uma unidade da Danfoss.

Conforme a figura, pode-se concluir que o ajuste é apropriado.
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Capacidade da vahula TN 2-1,9 da Danfoss

GCapacidade kW

Figura 5.3: Capacidade da vélvula de expanso TN2-1,9 da Danfoss para
R134a
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Capitulo 6

Modelagem de Propriedades

Termodindmicas e de Transporte

O capitulo 5 mostrou uma técnica para se obter aproximacdes para um con-
junto de dados. A existéncia de correlacdes para propriedades termodina-
micas e propriedades de transporte é um aspecto extremamente importante
na simulagio de sistemas térmicos. Sem estas correlagbes fica muito dificil
fazer qualquer tipo de simulagio j& que a cada iteracdo seria necessirio pro-
curar as propriedades em alguma tabela ou 4baco e entrar com estes dados

na equacao.

6.1 Técnicas de Modelagem

6.1.1 Interpolacao

As propriedades termodindmicas e de transporte sio, em muitos casos, ob-
tidas experimentalmente. Nestes casos, existem diversas abordagens para a

obten¢io de uma equagdo para estas propriedades. Uma primeira possibili-
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dade é interpolar os dados experimentais. A interpolagdo deve ser feita com
cuidado, de modo a representar os dados apropriadamente.

Sao conhecidas diversas técnicas de interpolagdo. As mais comuns sio:
e Interpolacéo linear

e Interpolagdo de Lagrange

e Spline cibico

o Interpolacio de Newton

Estes métodos estdo descritos em varios livros de célculo numeérico ([1],

(3], [2], etc).

6.1.2 Meétodo dos minimos quadrados

O método dos minimos quadrados, descrito no capitulo 5, & muito usado
na modelagem de propriedades de substancias e também na modelagem das
curvas de desempenho de equipamentos. Neste tipo de modelagem, uma
equacido com pardmetros desconhecidos é ajustada pelo método de minimos
quadrados, determinando assim os valores dos pardmetros.

O formato da equagéo pode ser obtido de diferentes maneiras. Uma possi-
bilidade muito usada é fazer um ajuste de curvas polinomial para representar
faixas do dominio total dos dados. Isto é basicamente uma interpolagio apro-
ximada para parte dos dados disponiveis. Esta técnica requer muito cuidade
pois polindmios, apesar de excelentes para manipulagio matemética, nio tdm
nenhuma relagdo com o fenémeno em si. Este problema, se torna sério quando
se trabalha com duas ou mais varidveis independentes.

Os dados experimentais muitas vezes revelam o comportamento da pro-

priedade em estudo. Conhecendo este comportamento, pode-se propor equacoes
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representativas do fendmeno e desta maneira, usando o método de minimos
quadrados, pode-se determinar os coeficientes desconhecidos da equacao. Es-
ta abordagem foi adotada no exemplo da se¢io 5.4.1(no capitulo que descreve
o método dos minimos quadrados). Neste exemplo, uma correlagdo para o
nimero de Sherwood foi obtida ajustando parametros desconhecidos com
dados experimentais.

Uma outra possibilidade, é formular um modelo simplificado para o com-
portamento da substancia, e utilizar dados experimentais para ajustar alguns
parametros, de modo que a correlagdo final esteja de acordo com os dados
experimentais. Esta é a abordagem mais recomendada pois procura mode-
lar a propriedade a partir de um comportamento aproximado da substéncia.
Este tipo de modelo é conhecido como modelo semi-empirico. Neste capitulo
alguns exemplos onde esta abordagem é usada serio descritos (se¢io 6.2.4

por exemplo).

6.2 Equacoes de Estado

Equagbes de estado sdo equagdes que correlacionam diferentes propriedades
de uma substincia. Para uma substéncia pura simples, duas propriedades
bastam para o calculo de qualquer outra. Inimeras equacoes de estado foram
propostas para diferentes regies de validade e precisdo. A seguir estdo apre-
sentadas algumas. Observe que qualquer equacio de estado deve satisfazer

o critério de estabilidade termodinamica no ponto critico:

oP\
(5),. ¢ .

PP
(aﬂn‘O
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6.2.1 Modelo de gis perfeito

Este modelo para a equacio de estado é extremamente popular por sua sim-
plicidade. Este modelo é vilido para gases a altas temperaturas e baixas
pressdes. A equacgdo de estado de gases perfeitos é dado pela seguinte re-

lacdo:
pv = RT (6.2)

Nesta equacdo, p € a pressdo absoluta do gés, v é o volume especifico, T &
a temperatura absoluta do gas e R é constante do gas. Esta constante varia
de gés para gés e vale % onde R é a constante universal dos gases e vale

8314J/Kg-mol - K e M & a massa molar do gis.

6.2.2 Equacao de Van der Waals
Esta equacéo sugerida por Van der Waals é uma das mais conhecidas,
a
(P+ 17) (v—b) = RT (6.3)

Impondo as condigdes 6.1 na equacio 6.3, obtém-se

__ 27T R*T?
® A= 5F
__ RT.

* b= 3P,

6.2.3 A equacao de estado de Redlich-Kwong

Esta é, provavelmente, a equacdo de dois parimetros mais bem sucedida. A

equacio tem a seguinte forma:

p=fL ___a (6.4)
v—b T3y(v+b)

Néao existe uma, tabulagio extensiva de a e b, mas aplicando as condiges 6.1,

pode-se mostrar que
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e qg="2 R2T25
=lESeeas

o h= il
Py

Nestas equacdes, 2, = [9(2/° —1)] e O = '—21/;_1

6.2.4 Compressibilidade de fluidos

A compressibilidade mede o quanto o fluido foge do comportamento de
gas perfeito. A compressibilidade Z de um fluido é definida pela seguinte
equacao:

_
=2 (6.5)

Existem diversas relagdes para Z. Um fato interessante & que a compressibi-
lidade em funcdo da temperatura reduzida e pressdo reduzida praticamente

independe do gis. A temperatura e a pressio reduzida sdo definidas por:

T
T = 6.
4 TC‘I‘ ( 6)

P

. 6.
P, o (6.7)

Onde T, é a temperatura critica do fluido e P, é a pressao critica do fluido.
S3o conhecidas varias correlagtes para a compressibilidade de fluidos Z.

Uma correlagéo é descrita a seguir.

Compressibilidade de gases puros segundo a API

Uma, relagio para Z muito usada & dada pela APl (American Petroleum

Institute)[24]:

Z =1+p, T, [(0,1445 + 0,073w) — (0,330 — 0, 46w) T "
— (0, 1385 + 0, 50w) T2 — (0,0121 + 0, 097w)T,®
—0,0073wT%)] (6.8)
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Nesta equagio,
pr é a pressdo reduzida (p/FP,)
p é a pressido absoluta
P, é a pressio critica
T, & a temperatura reduzida (T/T,)
T é a temperatura absoluta
T, é a temperatura critica
w & o fator acéntrico

Valores para pressdo critica, temperatura critica e fator acéntrico podem

ser encontrados na referéncia [24].

6.3 Relacoes para Fluidos Saturados

Uma expressdo 1til na determinacio de propriedades de liquido e e vapor sa-
turado é a equacio de Clapeyron. Esta equacdo (veja a deducao apresentada

por Stoecker[14]) tem a seguinte forma:

|l Py

aT| = T(o, —w) (6.9)

sat
Fazendo duas aproximacgées,

e O vapor saturado se comporta como gés perfeito, ou seja, pvyg = RT
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chega-se & segninte equacio aproximada para fluidos na condicdo de satu-
racao:

_dT

dp
ol T2

p

hig

- (6.10)

sal sait

Integrando esta equacio, a relagdo para a pressdo em funcdo da temperatura

na saturagdo fica:

B
= — A1
hp=A+ T (6.11)

Stocker[14] descreve um refinamento desta equacio conhecida como equagio

de Antoine:

B
p=A+5—x (6.12)

6.4 Obtencao de Outras Propriedades a Partir
da Equacao de Estado

Dado um fluido puro e simples qualquer, a entropia pode ser calculada a

partir da integracio da seguinte equacgio

ds = cpd?T - (gT—U) dp (6.13)
P

Observe na equagio 6.13 a necessidade do valor de ¢,. Reid[23] apresenta
varias correlagdes para esta propriedade.

De maneira anéloga, pode-se determinar a entalpia de um fluido:

dh = cpdT + [’U -T (%) +p] dp (6.14)

Novamente, & necessario c,.
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6.5 Correlagoes Propostas por Downing para
Refrigerantes

Downing[20] propés um conjunto de correlagdes para diferentes propriedades

de diferentes refrigerantes.

6.5.1 Pressao de vapor

Downing[20] apresenta uma correlagdo para a pressio de saturagio de refri-
gerantes que tem alguma similaridade com a equagio de Clapeyron simplifi-

cada. Esta correlacdo também é recomendada pela DuPont[22].

B F-T
logig Pt = A+ =+ Clog,T+DT+E (_j’_) log,o(F =T} (6.15)

Nesta equacdo, 4, B, C, D, E, F sio coeficientes que dependem do refrige-
rante e do sistema de unidades utilizadas para as propriedades termodindmi-
cas. Para o R134a, pressdo em kPa e temperatura em K os coeficientes tém
os seguintes valores (DuPont|22]):

A = 4,069889 - 10

B = —2,362540 - 10°

C = -1,306883 - 10*

(6.16)
D = 7,616005- 1073
E =2,342564- 107!

F =3,761111 - 107

6.5.2 Massa especifica de refrigerantes liquidos

Downing{[20] apresenta uma correlagio para a massa especifica de alguns
refrigerantes no estado liquido. Os coeficientes também dependem do tipo

de refrigerante e podem ser encontrados na referéncia [20].
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1 2
T\3 TV\3 T
dL-"AL‘l'BL(]-—ﬁ) +CL(1—E) +DL(1—E)

T\3 T\? T\?
+EL(1——IT) +FL(1—E;) +GL(1—T) (6.17)

c [+ c

6.5.3 Equacao de estado para o vapor

No artigo de Downing ([20]}, também & apresentada uma equagio de estado

para o vapor. A equa¢io tem a seguinte forma:

RT 4 Ay + ByT + Coe™KT/Te Ag + BT + Cae KT/

Pz”_b (v —b)? 4 (v —b)3
Au+ BT+ Coe™ /T | Ag + BT + Cre X7/
(v—-b)* (v—b)°

Ag + BsT + Cee ¥T/T:
ew (1 + C'emv)

(6.18)

Nesta equacdo, P é a pressio, T' ¢ a temperatura e v é o volume especifico.
Os outros coeficientes dependem do refrigerante e podem ser encontrado no

artigo de Downing em unidades inglesas para diferentes refrigerantes ([20]).

6.5.4 Calor especifico a volume constante do vapor

Downing também apresenta uma correlagio para o calor especifico a volume

constante do vapor para diferentes refrigerantes (equacio 6.19).

2~ KT/Te
Cu=a+bT=cT2+dT3+L—JKTe [Uczb
7 B

T T2
Cs Csy Cs Cs
(v — b)? N 3(v —b)® " A(v — b)? T Gem

CsC' 1

*3
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Novamente, T é a temperatura, v é o volume especifico e C, é o calor
especifico a volume constante. Os outros coeficientes podem ser encontrados

no artigo de Downing ([20]) para diferentes refrigerantes.

6.5.5 Outras propriedades

As equacdes acima podem ser combinadas usando relagdes termodindmi-
cas exatas (vide, por exemplo, capitulo 6 de Holman[30] ou capitulo 13 de
Stoecker[14]) de modo a obter-se correlacdes para outras propriedades. Algu-
mas destas correlagdes sdo descritas a seguir. As diferentes constantes podem

ser encontradas no artigo de Downing.

Entalpia de vaporizagao (h,,)

B C
hig = JT (vg — vy) {Pln 10 [—172 + m-l—
_ logige Flog,oF —T)
2l ( 7t T3 (6.20)

Entalpia do vapor

sz CT3 dT4 f Ag A3
h=al + =+ +— —T+JPU+J{v_b+2(v__b)2

Ay As Ag [ 1 , 1
+3 + +"E"|:ej—0(1n10)10g10 1+W

(v—0)® " 4(v— b)*
KT\ [ C c. %
—KTJT, 2 3 4
e (” Tc)[v—b+2(v—b)2+3('u—b)3

05 Cs Cscf (111 10) 1
+ (o —B)8 t+ o : logy, [ 1+ Gt +X (6.21)
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6.5.6 Entropia do vapor

2 T3
s = a{ln10)log T + bT + CZ + d3 - 2,1:.,2 + JR(In 10) log;o(v — b)
.Bz Bs B4 B5
J{'u—b+ 2(v — b)? u 3(v - b)3 i 4(v — b}t

B[ 1 =
+_;_ I:Ef;; — C'(In10) log,, (1 + Cfeau)] }

+ JKe KTTe [ Gy + Cs + Cy + Cs
T, v—>b 2w-5b)2 3v-5bF 4(v->b}
Cs CsC'(In10) 1
S . log,o [ 1+ Fige || T Y (6.22)

6.6 Correlacoes Aproximadas para Refrigeran-
tes Saturados

Ribatsky[18] fornece algumas correlagbes aproximadas para refrigerantes. Es-
tas correlagbes sdo bastante simplificadas mas apresentam resutlados excelen-
tes. A Tabela 6.1 apresenta diversas correlagoes para diferentes propriedades
termodinémicas e de transporte em funcio das propriedades reduzidas. No
trabalho de Ribatsky, a propriedade reduzida é definida como indicado a
seguir:

propriedade na temperatura de trabalho
propriedade na pressdo de saturacgio de referéncia

(propriedade reduzida) =
Todas as correlagbes tém o seguinte formato:
¢ =cte-I; - (1-T,)'-p; (6.23)

Os expoentes a, b e ¢ para as diferentes propriedades nos estados de vapor

saturado e liquido saturado podem ser vistas na tabela 6.1.

g1



Tabela 6.1: Coeficientes da equacio 6.23 para diferentes propriedades. A cte

depende do refrigerante

Propriedade a; b C thyy by Cy
C,lJ/(Kg-K)| | -0,4 | -0,308 | 0,0166 | -0,948 | -0,527 | 0,07
p[Pa - 8] -,614 | 0,285 | -0,321 |(-0,013( -0,13 | 0,0877
plkg/m®] 0,232 | 0,18 | 0,00414 | -1,43 | -0,236 | 1,05

k[W/(m-K)] [ -0,926 | 0,181 | 0,0217 || 1,39 |-0,0375 | 0,0275

h{J/ K g] 1,0854 | -0,0841 | 0,01219 || 0,347 | 0,0192 | 0,00923
by [J/ K g) 0,107 | 0,405 | -0,00412 - - -
o[N/m] 0,189 | 1,2577 | -0,0141 - - -

Na tabela 6.1, C, é o calor especifico a pressdo constante, u & a viscosidade
dinamica, p a densidade, k& a condutividade térmica, i a entalpia, hyy € a
entalpia de vaporizagdo, o é a tensdo superficial.

As correlagdes acima foram testadas para os eguintes refrigerantes:R11,
R12, R123, R134a, R113, R114, R22, R124, R142b, R502, R125, R125a, R13.

Os desvios médios sdo em geral baixos, geralmente inferiores a 2%.

6.7 Comentarios Finais

A modelagem de propriedades termodindmicas é uma tarefa extremamente
importante e dificil. O objetivo deste capitulo foi introduzir algumas técnicas
para a modelagem de propriedades termodindmicas. Estas técnicas foram
implementadas em subrotinas de computador (casos especificos).

No capitulo 7, as correlacdes de propriedades simplificadas, descritas na
secdo 6.6 foram usadas na simula¢io de uma cimara frigorifica.

As diversas referéncias consultadas possuem uma quantidade enorme de
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correlagbes para diferentes propriedades termodinimicas e de transporte.
Deve-se tomar cuidado no uso destas correlagbes, de modo a garantir a vali-

dade das mesmas nas faixas de interesse,
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Capitulo 7

Simulacao de uma camara

frigorifica

Este capitulo implementa a simulagio de uma cimara frigorifica em regime
permanente. O objetivo deste capitulo é demonstrar o uso das diferentes

ferramentas desenvolvidas deste trabalho.

7.1 Descricao e Modelagem do Sistema

O sistema consiste de diferentes componentes. A seguir estes diferentes com-
ponentes serdo brevemente descritos.

O sistema de refrigeragio da cdmara consiste em um for¢ador de ar (eva-
porador), uma unidade condensadora (compressor e condensador) e a vélvula
de expansdo termostética. Um modelo simplificado para o sistema é o ciclo
padrdo de refrigeragio. Este ciclo é composto por dois trechos de troca de
calor a temperatura constante (evaporador e condensador), uma compressio
isoentropica (compressor) e uma expansio isoentilpica do gés refrigerante.

Este ciclo opera na regido de saturag¢io do fluido refrigerante.
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7.1.1 A cAmara

A camara contém os produtos a serem resfriados ou mantidos a uma deter-
minada temperatura. A intera¢io entre a cimara e o sistema de refrigeragéo
é dado pela carga térmica. A carga térmica & resultado de diversos fatores,

por exemplo:
e Temperatura, umidade e pressao local
e Dimensotes da cAmara e tipo de isolamento
e Temperatura e umidade da cdmara
Existem diferentes componentes da carga térmica:

1. Carga de transmissao Em geral, é uma parcela considerivel da car-
ga térmica. Consiste no calor transferido pelas paredes como resultado
da condugdo de calor. Esta carga térmica é determinada pela dife-
ren¢a de temperatura (cAmara e meio), isolante térmico (espessura e

condutividade térmica) e dimensGes da camara (superficie de troca).

2. Carga de Infiltragao A carga de infiltracio é resultado da infiltracao
de ar externo na cimara. Esta carga depende do volume de ar infil-
trado, temperatura do ar e da cAmara (calor sensivel) e umidade do ar
e da camara (calor latente)!. E muito dificil modelar o volume de ar
infiltrado mas a Krack[15] faz algumas recomendages. A renovagio de

ar na cadmara depende do volume da mesma.

3. Carga do Produto Caso a cimara necessite resfriar o produto, existe
uma carga térmica associada. Esta carga térmica depende da carga

disria de produto (quantidade), temperatura de entrada do produto e

1Calor gensivel é afetivo. Calor latente é aquele que late (prof. Zerbini)
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o calor especifico do produto (¢, acima de 0°C e abaixo de 0°C e calor

latente de vaporiza¢io (hy,) e temperatura da cimara.

4. Outras cargas As outras cargas consideradas sdo: Ocupacio humana

(o ser humano transfere calor para o meio) e luminarias.

A carga térmica devido ao produto é nula em regime permanente pois
nestas condicdes, o produto ja foi resfriado e a diferenca de temperatura
entre a cimara (temperatura da cimara) e a temperatura do produto é nula.
Na simulagdo, a carga de produto ¢ nula. Lembre que a carga de produto
€ muito importante na seleciio dos diferentes equipamentos da cimara. Um
dos objetivos da simulagdo é determinar a "ociosidade" da cédmara caso a
carga de produto seja nula.

Na simulacdo, as caracterisiticas fisicas da cAmara sio mantidas. Desta

maneira, a carga térmica é dada pela seguinte expressio:

Q . QCarga Térmica (J}zse: Tbue, Tca NHoras) (71)

Na equagdo 7.1 () é a carga térmica, T}, é a temperatura exterior, Ty, é a
temperatura de bulbo Gmido exterior, T, é temperatura da cAmara e Nioras

€ o niimero de horas de operagiio didria da camara.

7.1.2 A unidade condensadora

A unidade condensadora é composta pelo compressor, condensador e os ven-

tiladores para circular o ar externo no condensador. O compressor pode ser

caracterizado pela seguinte relagéo:
m = f(Pg, Pconp) (7.2)

Nesta equacdo Pg é a pressdo de evaporagdo, Pooyp € a pressio de conden-

sacdo e 7 € a vazéo em massa do refrigerante. Lembrando que a capacidade
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do compressor vale ( = hAh onde Ah é a variagdo de entalpia do refrige-

rante no evaporador, pode-se chegar & seguinte relagio para esta capacidade:

@ = f(Pg, Poonp) (7.3)

Como o fluido refrigerante estd na regido saturada (ou préximo a ele),
pode-se determinar a temperatura de condensagio e de evaporagdo. Estas
temperaturas foram determinadas para o R134a usando a equagio 6.15. As
constantes, para o R134a, sio dadas pela equacio 6.16(DuPont[22]).

O condensador transfere calor para o ar externo. A taxa de transferéncia

de calor pode ser aproximadamente dada pela seguinte equagio:

Q¢ = (UA)condensador (Tconp — Thse) (7.4)

Conhecendo a poténcia (P) fornecida ao compressor e fazendo um balango
de energia no sistema, chega-se 4 seguinte relacéo para o calor transferido no

condensador:
Qec=Q+P (7.5)

Para uma dada temperatura de evaporacio e uma dada temperatura am-
biente, as equacdes 7.3, 7.4 e 7.5 formam um sistema de equagdes ndo linear,

Este sistema pode ser reescrito de modo que

@ = QUnidade Condensadora (TEs Tbse) (7.6)

A Bitzer[26] fornece esta curva para suas unidades condensadoras operan-
do com R134a em forma de tabela. Na secdo 5.4.2 a equacdo 5.30 foi obtida
a partir dos dados tabelados para as diferentes unidades condensadoras ope-

rando com R134a (referéncia [26]).
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7.1.3 Forcador de ar

O forcador de ar é o elemento de refrigeragio propriamente dito. O forcador
de ar é composto por tubos aletados. No interior destes tubos, circula o
refrigerante e no exterior circula, forcado por ventiladores, o ar. O forgador
de ar nada mais é do que um trocador de calor.

Para um trocador de calor em que ocorre mudanca de fase, a efetividade
(e = 1) vale

gmax

e=1— ¢ Farbpar (7.7)

No caso do forgador de ar, gmes = MarCper(Te — Tg). Com isso, a capa-

cidade do forcador vale

Q = €Qmez = C'“Forgaxclor (Tc - TE) (78)

_ . ua
Na equagio 7.8 C' = Mg Cpar (1 — ¢ m™arCpar ) ]
Os valores de Crorcador Para unidades da fabricante Mipal estio tabelados
para diferentes temperaturas da cAmra. Este parametro foi ajustado por uma

reta neste trabalho.

7.1.4 A valvula de expansao termostatica

A expansdo do refrigerante é feita através de uma perda de carga localizada
(no caso um orificio). Para que a maior parte da troca de calor ocorra na
regido de mudanca de fase, para cargas térmicas diferentes, & necessirio que
haja algum mecanismo de controle. A vélvula de expansio termostatica faz
este controle regulando a vazao de refrigerante no evaporador. Este controle é
feito abrindo ou fechando a vélvula de modo a manter um superaquecimento
constante na saida do evaporador. Este mecanismo & descrito em maiores

detalhes por Stoecker[13] ou Jabardo[12).
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A vazio de refrigerante na valvula totalmente aberta é dada por
m = CpVAP (7.9)

Nesta equacéo, m € a vazdo em massa do refrigerante, Cp é a constante da
valvula e AP é a perda de pressdo na valvula. Mas AP = Pgonp — Pg, ou
seja, a vazdo depende da temperatura de evaporagio e de condensacdo. A

capacidade da vilvula totalmente aberta é dada por
Q@ = mAh (7.10)

Ah & a variagdo de entalpia do refrigerante no evaporador (efeito de refrige-
racio).

A modelagem da vilvula de expansio também foi feita partir de dados
de fabricante (Danfoss[25]). O catalogo da Danfoss fornece a capacidade da
valvula de expansao termostatica totalmente aberta para diferentes tempera-
turas de evaporagdo e perda de carga. Com a equacéo 6.15, foi determinada a
capacidade das diferentes valvulas em fun¢io da temperatura de evaporagio
e temperatura de condensagio. Na secdo 5.31 foi feito um ajuste de curva
(equagdo 5.31) para cada unidade da Danfoss. Como resultado, o modelo da

vélvula de expansdo usado neste trabalho &

Q = Qvava(Te, Tconp) (7.11)

Caso a valvula seja fechada um pouco, a equagdo 7.11 fica:

Q = f - Qvavua(Te, Tconp) (7.12)

O prametro f indica o fechamento da véilvula devido a cargas térmicas

parciais.
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7.2 Simulacio do Sistema

Com o equacionamento feito acima, existem duas possibilidades para a si-

mulagdo da camara, frigorifica:

1. Desativar o termostato, manter as maquinas em operac¢ao e determinar

qual o ponto de operagio do sistema.

2. Manter fixa a temperatura da cimara e determinar quantas horas dia-

rias as miguinas necessitam trabalhar para manter esta temperatura

A segunda simulaco tem como objetivo determinar a ociosidade do sis-
tema.

Fixadas a temperatura ambiente e temperatura de bulbo tmido ambiente
e mantendo o sistema operando 24 horas por dia, pode-se determinar a carga
térmica, temperatura da cimara e temperatura de evaporagio através da so-
lucdo do sistema composto pelas equagdes 7.1, 7.6 e 7.8. Observe que neste
caso, a valvula de expansdo nio é necessédria e também nfio é determinada a
temperatura de condensagio do sistema. Caso fosse desejado determinar a
temperatura de condensacio e o fator de fechamento da vilvula de expansédo
seria. necessario introduzir no sistema mais duas equagdes (duas varidveis a
mais). A primeira equago é a da vélvula, equagdo 7.12 e a outra seria a
equacio 7.4 que fornece o calor trocado no condensador. Com a curva do
compressor (equacio 7.3), a temperatura de condensagdo, calor trocado no
condensador e fator de fechamento da vavlula de expansio seriam facilmente
determinados. O problema é que estas duas curvas (condensador e compres-
sor) ndo estdo disponiveis e portanto néo é possivel determinar a temperatura
de condensacio, fator de fechamento da valvula e calor transferido no con-

densador.
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O sistema foi projetado considerando a temperatura de condensagao como
sendo Ty, +10°C. Esta diferenca de temperatura de 10°C & um valor razoével
e que pode ser usado para se obter uma estimativa do fator de fechamento

da vilvula.

7.2.1 Simulacio com termostato desativado e sistema
operando continuamente

Neste caso, Ngoes = 24. Fixando as condigbes ambientes locais, o sistema

de equagoes fica:
Q= QCarga Térmica(ﬂ;se: Tyues Ty NHoras)
Q = QUnidade Condensadora(TE: Tbse)
Q L CForgador(Tc) g (Tc - TE)

Q@ = f - Quavua(Tr, Tconp)
Teonp = Thee +10°C

(7.13)

N Horas — 24

Este é um sistema com 6 equagdes e 6 incognitas que pode ser resolvido

pelos diferentes métodos descritos no capftulo 3.

7.2.2 Sistema com termostato

Neste caso, um termostato desativa o sistema quando a temperatura da cé-
mara for inferior & temperatura de controle. Como resultado, o sistema nio
opera continuamente. O objetvo desta simulagio € obter uma estimativa do
tempo que o sistema opera diariamente. Nesta simulacio, a temperatura da
camara é fixada, assim como as condigdes ambientes locais. O sistema 7.14

& um modelo aproximado para esta situagao.
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@ = Qcarga Térmica (Tbses Touer Ter NVHoras)
@ = Quuidade Condensadora (1B, Thee)

Q = Crorgador(Te) * (Te — Tg)

Q = [ Qvavua(Te, Toonp)

Toonp = Thee +10°C

(7.14)

Tc = TTermostato

Novamente, o resultado é um sistema com 6 equagdes e 6 incognitas.

7.3 Resultados

Esta secdo apresenta resultados de simulagdes para 6 cimaras diferentes. As
camaras foram selecionadas para mesma temperatura ambiente local (35°C),
temperatura de bulbo Gmido local (28°C) e mesma altitude local, referente
a Sdo Paulo, 700m. Todas as cAmaras tém umidade relativa de 80% (proje-
to). Trés casos foram analisados. Cada caso é composto por duas cAmaras

semelhantes mas projetadas com carga térmica devido a produtos diferentes.

7.3.1 CAmaras 1e 2

As dimensbes desta cAmara sio 5m X 5m X 3m. Q isolante térmico é po-
lturetano com 6” de espessura. A camara foi projetada para operar a uma
temperatura de —10°C'. As caracteristicas da cimara estdo dadas na tabela
7.1

Na figura 7.1 podem ser vistas algumas simulacdes destas cidmaras com o

termostato desativado e o sistema operando continuamente. A figura 7.4(a)
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Tabela 7.1: Caracteristicas das cAmaras 1 ¢ 2 com e sem carga de produto

Parimetro Mproaute =0 | Mproauto = 1000kg/dia
Carga térmica 1,93 kW 5,75 kW

Carga do Produto 0 3,81 kW

Temp. de evap. -18 -18

Qtde. Forgadores 1 1

Forgador SLR 72 SLR 75

Vilv. de Expansao TN 2-1,3 TN 2-2,5

Qtde de Un. Cond. 1 1

Un. Condensadora | U 25/2EL-2.2Y L 443/4V-6.2Y

a apresenta o niimero de horas didrias que a cAmara teria que operar para

manter a temperatura constante,

7.3.2 CAmaras 3ed

Esta é uma cimara maior. As dimensdes desta cimara s30 25m X 15m X 4m.
O isolante térmico é poliuretano com 6” de espessura. Esta cimara também
foi projetada para operar a uma temperatura de —10°C. As caracteristicas
da cimara estdo dadas na tabela 7.2.

Na figura 7.2 podem ser vistas algumas simulacdes destas camaras com o
termostato desativado e o sistema operando continuamente. A figura 7.4(b)
a apresenta o nfimero de horas diirias que a cimara teria que operar para

manter a temperatura constante.
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Tabela 7.2: Caracteristicas das cimaras 3 e 4 com e sem carga de produto

Parametro Mproguto =0 | Mprogute = 3000kg/dia
Carga térmica 15,7 kW 27,1 kW

Carga do Produto 0 11,4 kW

Temp. de evap. -18 -18

Qtde. Forcadores 2 3

Forcador SLR 77 SLR 78

Valv. de Expanséo TEN 5-3,7 TEN 5-54

Qtde de Un. Cond. 1 3

Un. Condensadora | U 862/4H-15.2Y L 543/4P-10.2Y

7.3.3 Camaras 5e 6

Esta é uma cimara pequena mas opera a uma temperatura mais alta (4°C).
As dimensdes desta cAmara sdo 5m X dm X 3m. O isolante térmico é po-
liuretano com 6” de espessura. As caracteristicas da cAmara estdo dadas na
tabela 7.3.

Na figura 7.3 podem ser vistas algumas simula¢des destas cimaras com o
termostato desativado e o sistema operando continuamente. A figura 7.4(c)
a apresenta o nimero de horas dirias que a cAmara teria que operar para
manter a temperatura constante.

Observe nas figuras 7.3 e 7.4 que as curvas sdo idénticas. Isto é facil de
entender olhando a tabela 7.3: todos os componentes sio idénticos, apesar
das cargas térmicas serem distintas. O problema é que a capacidade dos
diferentes componentes nio é continua e sim discreta e com isso, se as cargas

térmicas nao diferirem muito, o programa de selecio poders selecionar os
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Tabela 7.3: Caracteristicas das camaras 5 e 6 com e sem carga de produto

Parametro Mpwauto =0 | Mproguto = 500kg/dia
Carga térmica 1,46 kW 1,60 kW
Carga do Produto 0 0,14 kW
Temp. de evap. -2 -2

Qtde. Forcadores 1 1

Forcador SL 42 SLR 42

Vélv. de Expansio TN 2-0,5 TN 2-0,5

Qtde de Un. Cond. 1 1

Un. Condensadora | U 23/2HL-1.2Y U 23/2HL-1.2Y

mesmos equipamentos.

7.4 Comentarios

Este capitulo apresentou algumas simulagdes de camaras frigorificas. Um
pardmetro muito importante no dimensionamento da cimara é a carga de
produto diria. Pode-se observar nas tabelas 7.1, 7.2 e 7.3 que a carga térmica
devido ao produto é consideraval, principalmente quando h4 necessidade de
congelamento. O resultado desta carga térmica sdo equipamentos grandes,
ou seja, custo inicial e custo de operagfo altos. Com isso, pode-se perceber
que € muito importante conhecer bem a carga de produto.

Outra observagio interessante é o AT = T,—T,. Este valor é um pouco di-
ferente do valor de projeto pois os diferentes for¢adores possuem capacidades
discretas. Esta diferenca pode representar algum problema pois a umidade

do ar pode ser diferente da umidade de projeto.
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Carga Temmica (i}

Carga Tarrmlca X Temperatura amblerite

1 :
25 30 <13 40 L. 2=
Temperatura Amblente (oC)

(a) Carga térmica para diferentes temperaturas ambienta

Temperalura de Fraporacan fol)

Temperatura de Evaporacao X Temperatura amblente
-18 T T T

Gamara 1
Camara 2 -------

Tempemtura Amblente (oC)

(b) Temperatura de evaporagio para diferentes temperaturas ambiente

Temperaiura da Cagmara o)

Temparatura da Camara X Tempeoraiura amblente

-10
T T T Camara 1

Temperatura Amblente (oC)

{c) Temperatura da cimara para diferentes temperaturas ambiente

Figura 7.1: Operagdo continua das cimaras 1 e 2 semn termostato
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Carga Temnlca X Temperatura ambiente

18 T

1656.6

14.5 ~

Carga Teica M)

1 "
=5 30 as 40 45
Temperatura Amblente (oG)

(a) Carga térmica para diferentes temperaturas ambiente

Temperatura de Evaporacac X Temperatura amblenie
-14 T T T

Tetperdura de Evaporacan o€

Temperatura Ambiente (oC)

{b) Temperatura de evaporagio para diferentes temperaturas ambiente

Temporatura da Camara X Temperatura amblente
-8 T T T

Temperdirada Camara foC)

25 30 a5 4a 45
Temperatura Amblente (oC)

(c) Temperatura da cdmara para diferentes temperaturas ambiente

Figura 7.2: Operagéo continua das cimaras 3 e 4 sem termostato
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Carga Teamica (k)

Carga Termica X Temperatura amblente

1.5G T T T

Camara 5
1.54 Camara 8 ~-—--

1.82

1.6
1.48
1.40
1.44
1.42

1.4

1.38

1.36

1.34 4
25 30 3Is 40

Temparaiura Ambilente (o)

(a) Carga térmica para diferentes temperaturas ambiente

48

Temperatura de Evaporacac X Temperaiura amblente

-11 T T T

Temperatura Amblenis (o)

(c) Temperatura da camara para diferentes temperaturas ambiente

-12

-13 -
:3_ =14 -
E e -

18 -
L]
g =17 -1

-18 -
=

-19 -

-20

. 5 : "

28 30 35 340 45
Tempamtura Amblente (oC)
{b) Temperatura de evaporagio para diferentes temperaturas ambiente
Temperaiura da Gamara X Tomperature amblente
. T ’ y Camara &
Camara 8 ----=
-8 -

.g -
:g i

- . . ,

25 3o 35 40 45

Figura 7.3: Operac¢do continua das cdmaras 5 e 6 sem termostato
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MNumero de Horas de Operacaoc X Temporatura da Camara
35 T

Camara 1
Camara 2 ------—-

Horas de Cperacao

-20 -15 -10 -5 o
Temperatura da Camara (oC)
(a) Cimaras 1 e 2
Numero de Horas de Opearacaoc X Temperatura da Camara
35 -

Horasde Operaan

Temperatura de Camarm (oC)

(b) Camaras 3 e 4

Numero de Horas de Operacac X Temperatura da Camara
22 T T

Camara 5
Camara 6 -—-—---~

20

18 -

14

12 -

Horas de Operacn

10

4 N "
-10 -5 o =] 10
Temperatura da Camars (aC)

(¢) Camaras 5 ¢ 6

Figura 7.4: Nimero de horas diarias de operacio para diferentes temperatu-
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Capitulo 8
Conclusoes e Comentarios Finais

O objetivo inicial deste trabalho era a criacio de wm simulador de sistemas
térmicos facil de usar e 1til na simulagio numeérica de sistemas termofluidos.
Para isso, foram desenvolvidas diversas ferramentas para simulacio. Foram
desenvolvidas, também, ferramentas que auxiliam a modelagem de compo-
nentes e de propriedades termodinimicas. Este trabalho apresenta uma boa
revisdo bibliogréfica destas técnicas.

Diversas técnicas para a resolucio de sistemas de equacbes algébricas
foram analisadas, destacando pontos positivos e negativos de cada técnica.
Esta analise serve como um "roteiro" na solucéo desta classe de problemas.
Um dos trabalhos fundamentais do engenheiro é a modelagem de sistemas.
Com o modelo em méos, a simulagio é apenas uma aplicagio de algoritimos
numéricos, mas de qualquer maneira, este processo & essencial pois é ela que
fornece os resultados numéricos.

Antes da proliferacio dos microcomputadores, a solugdo de problemas de
engenharia normalmente se limitava a modelos simplificados que niio neces-
sitassem de calculo extensos. Muitas vezes, a modelagem mesclava-se com a

solucdo do problema.
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O microcomputador mudou isto. Modelos mais complexos e refinados
podem ser aplicados, mas é necessario fazer uma, disting¢éo clara entre modelo
e solucdo numeérica. O programa desenvolvido, de certa maneira incentiva
esta distin¢lo: a solugdo numérica do problema s6 pode acontecer ap6s a
modelagem apropriada do problema.

A interface com o usuério apresentou alguns problemas no momento da
aplicagdo do programa. O interpretador, ao contririo de seu objetivo ini-
cial, complicava a solu¢do de qualquer problema diferente do originalmente
proposto. Por exemplo, foram detectados problemas na solucio da equacdo
de Falkner-Skan (secdo 4.7). Esta foi uma aplicacdo do programa de solucédo
de sistemas de equagdes diferenciais ordinirias. Como o sistema no era um
problema de valor inicial, as modificagde descritas na se¢io 4.7 sdo mais fa-
cilmente implementadas em um programa dedicado (caso esteja disponivel
um subrotina de integragao numérica).

Outro problema encontrado na interface foi o tratamento de erros. O
programa desenvolvido é muito extenso. Devido a esta extensio sempre
existem alguns pequenos erros (bugs). Encontrar estes erros é um trabalho
demorado e complicado. E pior, quando acontece algum erro na solucdo
do problema, é dificil saber se o erro é inerente ao problema ou é algum
bug do programa. Estes problemas certamente poderiam ser resolvidos com
bastante trabalho, mas isto foge dos objetivos deste trabalho e da formagio
do autor. Estas correcdes devem ser realizadas por pessoas que trabalhem na
drea de computacdo. Além disto, existem muitas solucdes alternativas que
serdo comentadas mais adiante.

Um trabalho interessante para o futuro seria criar um programa de célculo
de propriedades termodinémicas geral com um interface simples e que possa

ser usado em diferentes situagbes (programa dedicado ou biblioteca a ser
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usada com alguma linguagem de programagio).

Uma outra proposta de trabalho é usar os programas de computador bison
e flex para a criagdo do interpretador. Estes programas criam um parser a
partir de uma gramatica. Estes programas estdo em fase avancada de desen-
volvimento, sdo gratuitos, ¢ estdo disponiveis para quase todas as plataformas
de desenvolvimento conhecidas (DOS, WINDOWS, LINUX, e uma variedade
de UNIX). Estes programas sio muito ficeis de usar e ndo foram utilizados
neste trabalho por que, no inicio do desenvovimento, eram desconhecidos ao
autor. Assim, com poucas modificagdes, poderia ser desenvolvido facilmente
um programa que tem como entrada os sistema de equagdes, como no traba-
lho atual, mas a saida seria o c6digo em alguma linguagem de programacio
para a solugdo do sistema. Com poucas modificagbes, este programa poderia
ser usado para criar c6digo para a solucédo de sistemas de equacdes nas prin-
cipais linguagens - FORTRAN, PASCAL e C. Estas propostas teriam como
objetivo o desenvolvimento de um solver geral e robusto que pode ser usado
em qualquer plataforma de desenvolvimento.

No geral, este trabalho foi muito positivo pois foram desenvolvidas diver-
sas técnicas titeis no dia a dia de um engenheiro, o que no final das contas é
o aspecto mais importante neste tipo de trabalho.

As diversas técnicas de solugio de sistemas de equagdes algébricas néo
lineares foram implementadas com sucesso. Tendo em mente as vantagens e
desvantagens apresentadas pelas diferentes técnicas, pode-se combing-las de
modo a se obter um solver robusto e rapido, permitindo a solucio de varia-
dos problemas. Esta liberdade é realmente um ponto positivo do programa,
desenvolvido. Dada a maneira como foi escrito o programa de computador, a
implementacéo destes métodos num programa dedicado é trabalho de poucos

minutos, outro ponto positivo do trabalho.
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O desempenho do interpretador, ao contrario do solver, néo foi o esperado.
Muitos problemas foram encontrados, mas a tentativa valeu, ja que resultou
em um conhecimento extra que dificilmente seria adquirido de outra maneira.
Além disto, o autor, a muito tempo desejava desenvolver este interpretador.
Vale lembrar, no entanto, que o interpretador foi apenas uma parcela do
trabalho. O interpretador é apenas uma interface com o programador e
exister muitas outras possibilidades (algumas j& discutidas).

O uso de ferramentas numéricas adequadas certamente permite a utili-
zacdo de modelos mais complexos e fiéis & realidade. A introducdo destas
técnicas na "cultura" do engenheiro é uma necessidade atualmente. Este ob-
jetivo foi atingido, pelo menos, para o autor. Este trabalho também permitiu
(e incentivou) observar como os diferentes componentes de um sistema, inte-
ragem entre sf, mostrando que na analise de um problema complexo, estas
interagdes podem ser essenciais.

Um conclus@o final deste trabalho é que o desenvolvimento de um pro-
grama de computador geral é uma atividade dificil e trabalhosa e, quando
possivel, o desenvolvimento de um programa simples e dedicado mas com
interfaces bem especificadas pode trazer resultados excelentes com muito

menos esforgo.
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